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Àííîòàöèÿ
Â 1999 ãîäó Àí.Ìó÷íèê äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó: äëÿ ëþáûõ äâîè÷íûõ ñëîâ A è B
íàéä¸òñÿ òàêîå ñëîâî X äëèíû ïðèìåðíî K(A|B), ÷òî K(X|A) ≈ 0 è K(A|B, X) ≈ 0. X
âûáèðàëñÿ êàê îáðàç A ïîä äåéñòâèåì õåø-óíêöèè, âûáðàííîé èç íåêîòîðîãî íåáîëü-
øîãî êëàññà óíêöèé. Ñóùåñòâîâàíèå êëàññà ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè óñòàíàâëèâàëîñü
âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì. Àí.Ìó÷íèê ïîñòàâèë âîïðîñ: ìîæíî ëè ïîñòðîèòü òàêîå ñå-
ìåéñòâî õåø-óíêöèé, ÷òîáû õåø-çíà÷åíèå âû÷èñëÿëîñü ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì
ïî ñëîâó A è íîìåðó óíêöèè? Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæè-
òåëüíûé, åñëè íåìíîãî îñëàáèòü îðìóëèðîâêó èñõîäíîé òåîðåìû. À èìåííî, â êà÷åñòâå
ñåìåéñòâà õåø-óíêöèé íàäî âçÿòü ýêñòðàêòîð.
Ýêñòðàêòîðîì íàçûâàåòñÿ óíêöèÿ Ext : {0, 1}n×{0, 1}d → {0, 1}m, òàêàÿ ÷òî äëÿ
ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà {0, 1}n ñ áîëüøîé ìèíèìàëüíîé ýíòðîïèåé è
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà {0, 1}d èíäóöèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå íà {0, 1}m áëèç-
êî ê ðàâíîìåðíîìó. Ïîíÿòèå ýêñòðàêòîðà ïîÿâèëîñü â íà÷àëå 1990-õ ãîäîâ è íàøëî ìíî-
ãî ïðèëîæåíèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåîðèè ñëîæíîñòè. Â ëèòåðàòóðå îïèñàíû ðàç-
ëè÷íûå êîíñòðóêöèè ýêñòðàêòîðîâ, îáçîð íåêîòîðûõ èç íèõ äàí â íàñòîÿùåé ðàáîòå.
ßâíîå ïîñòðîåíèå ýêñòðàêòîðà ñ îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî
óñòàíîâëåíî âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé.
Ïðèìåíåíèå ýêñòðàêòîðîâ íå òîëüêî îòâå÷àåò íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé Àí.Ìó÷íèêîì,
íî è ÿâëÿåòñÿ èíñòðóìåíòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íûõ òåîðåì äëÿ êîëìîãîðîâ-
ñêîé ñëîæíîñòè ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðåñóðñû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåíû ïåðâûå ðå-
çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì íàïðàâëåíèè: òåîðåìà äëÿ ñëîæíîñòè ñ ïîëèíîìèàëüíûì
îãðàíè÷åíèåì íà ïàìÿòü è òåîðåìà äëÿ ñëîæíîñòè ñ ïîëèíîìèàëüíûì îãðàíè÷åíèåì íà
âðåìÿ, ãäå äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì èç êëàññà AM.
1. Ââåäåíèå
Â ýòîì ðàçäåëå äàíà ìîòèâèðîâêà îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè ýêñòðàêòîðîâ è êðàòêî
îïèñàíû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îá óñëîâíîì êîäèðîâàíèè. Âñå ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ è
îðìóëèðîâêè áóäóò òàêæå äàíû â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.
1.1. Ïîíÿòèå ýêñòðàêòîðà
åøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ â êðèïòîãðàèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ òåîðèè àëãîðèòìîâ çíà-
÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ çà ñ÷¸ò èñïîëüçîâàíèÿ â àëãîðèòìàõ ñëó÷àéíûõ áèòîâ. Ïðè ýòîì
áèòû äîëæíû áûòü ¾äåéñòâèòåëüíî ñëó÷àéíûìè¿, òî åñòü íåçàâèñèìûìè è ïðèíèìàþ-
ùèìè çíà÷åíèÿ 0 è 1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1/2. Îäíàêî â ïðèðîäå òàêèå èäåàëüíûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå âñòðå÷àþòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè ìû ñîîðóäèì ïðèáîð, ðåãèñòðè-
ðóþùèé ñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ, âîçíèêàþùèå íà êâàíòîâîì óðîâíå, àïðèîðè íèîòêóäà íå
ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü áèòîâ, êîòîðûå îí áóäåò âûäàâàòü. Òåì íå ìåíåå, õî÷åòñÿ óìåòü
ïðèìåíÿòü âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû, èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè òîëüêî òàêèå ¾êâàçèñëó-
÷àéíûå¿ áèòû. Âîçíèêàåò âîïðîñ: íåëüçÿ ëè àëãîðèòìè÷åñêè ¾èçâëå÷ü ñëó÷àéíîñòü¿ èç
¾êâàçèñëó÷àéíîãî¿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì íåêîòîðîå ìåíüøåå ÷èñëî
¾äåéñòâèòåëüíî ñëó÷àéíûõ¿ èëè õîòÿ áû ¾ïî÷òè ñëó÷àéíûõ¿ áèòîâ? ×òîáû îòâåòèòü
íà ýòîò âîïðîñ, íóæíî ñíà÷àëà îðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå ¾êâàçèñëó÷àéíîñòè¿. Íàèáîëåå
åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëå-
íèå ¾ñîäåðæèò k ñëó÷àéíûõ áèòîâ¿, åñëè åãî ìèíèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ íå ìåíüøå k, ò. å.
âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ýëåìåíòà íå ïðåâûøàåò 2−k.
Ïóñòü äàíî ðàñïðåäåëåíèå íà {0, 1}n ñ ìèíèìàëüíîé ýíòðîïèåé n − 1. Ìîæåì ëè
ìû äåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì èçâëå÷ü õîòÿ áû îäèí ¾äåéñòâèòåëüíî ñëó÷àéíûé¿
áèò? Î÷åâèäíî, íåò! Âåäü õîòÿ áû äëÿ îäíîãî áèòà b ∈ {0, 1} ïðîîáðàç b áóäåò ñîäåðæàòü
áîëüøå 2n−1 ñëîâ, è åñëè ìû âîçüì¸ì ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ýòîì ïðîîáðàçå,
òî àëãîðèòì çàâåäîìî âûäàñò b, è íèêàêîé ñëó÷àéíîñòè íå áóäåò.
Ïîýòîìó íàì íóæíî îñëàáèòü òðåáîâàíèå. À èìåííî, ïîçâîëèì íàøåìó ¾èçâëåêàþ-
ùåìó ñëó÷àéíîñòü¿ àëãîðèòìó èñïîëüçîâàòü íåêîòîðîå íåáîëüøîå ÷èñëî d (¾äåéñòâè-
òåëüíî¿) ñëó÷àéíûõ áèòîâ. Êðîìå òîãî, îñëàáèì òðåáîâàíèå ê âûõîäó àëãîðèòìà: áóäåì
òðåáîâàòü òîëüêî, ÷òîáû ¾èçâëå÷¸ííûå¿ áèòû áûëè ¾ïî÷òè ñëó÷àéíûìè¿, òî åñòü ÷òîáû
âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ìíîæåñòâà ñëîâ îòëè÷àëàñü îò åãî äîëè íå áîëüøå, ÷åì íà êàêîå-
òî ìàëåíüêîå ÷èñëî ε. Òàêèå îñëàáëåííûå òðåáîâàíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê êëàññè÷åñêîìó
îïðåäåëåíèþ ýêñòðàêòîðà:
Îïðåäåëåíèå 1.1. Ôóíêöèÿ Ext : {0, 1}n × {0, 1}d → {0, 1}m íàçûâàåòñÿ (k, ε)-ýêñ-
òàêòîðîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ X íà {0, 1}n ñ ìèíèìàëüíîé ýíòðîïèåé íå
ìåíüøå k è ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U íà {0, 1}d èíäóöèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå
Ext(X, U) ε-áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó íà {0, 1}m.
Â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ íå íóæíî, ÷òîáû èíäóöèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå áûëî
áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó, à íóæíî ëèøü, ÷òîáû ïî÷òè âñå ýëåìåíòû â îáðàçå èìåëè íåíó-
ëåâóþ âåðîÿòíîñòü. Â òàêîì ñëó÷àå óíêöèþ íàçûâàþò äèñïåðñåðîì. ×àñòî ýêñòðàê-
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òîðû è äèñïåðñåðû ðàññìàòðèâàþò íå êàê óíêöèè, à êàê äâóäîëüíûå ãðàû: ëåâàÿ
äîëÿ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ {0, 1}n, ïðàâàÿ  ñ {0, 1}m, à ìíîæåñòâî ð¸áåð, âûõîäÿùèõ èç
èêñèðîâàííîé âåðøèíû ëåâîé äîëè,  ñ {0, 1}d. Áîëåå ïîäðîáíî ïîíÿòèå äèñïåðñåðà
è ýêâèâàëåíòíîñòü óíêöèé è ãðàîâ ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 2.2.
Îäíàêî âñòà¸ò âîïðîñ: ÷òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îò òàêîãî îïðåäåëåíèÿ? Âåäü íàì âñ¸
ðàâíî íóæíû ¾äåéñòâèòåëüíî ñëó÷àéíûå¿ áèòû, ïóñòü è â ìåíüøåì êîëè÷åñòâå. Âûÿñíÿ-
åòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ýêñòðàêòîðû, äëÿ êîòîðûõ d = O(logn), è ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî
äëÿ íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèé. Ïóñòü, íàïðèìåð, ìû õîòèì ñèìóëèðîâàòü íåêîòîðûé àë-
ãîðèòì A ∈ BPP, èñïîëüçóþùèé m ñëó÷àéíûõ áèòîâ, ïðè ïîìîùè n ¾êâàçèñëó÷àéíûõ
áèòîâ¿ è ýêñòðàêòîðà ñ ïîäõîäÿùèìè ïàðàìåòðàìè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñ âûñîêîé
âåðîÿòíîñòüþ äëÿ áîëüøèíñòâà ñëîâ y ∈ {0, 1}d àëãîðèòì A, ïîëó÷èâøèé âìåñòî ñëó-
÷àéíûõ áèòîâ áèòû, âûäàííûå ýêñòðàêòîðîì, âûäàñò ïðàâèëüíûé îòâåò. À ýòî çíà÷èò,
÷òî ìû ìîæåì ïåðåáðàòü âñå 2d = poly(n) âàðèàíòîâ ñëîâà y, äëÿ êàæäîãî èç íèõ çà-
ïóñòèòü ýêñòðàêòîð, ïåðåäàòü ïîëó÷åííûå áèòû àëãîðèòìó A è âûáðàòü íàèáîëåå ÷àñòî
âñòðåòèâøèéñÿ îòâåò.
×òîáû èñïîëüçîâàòü ýêñòðàêòîð äëÿ ñèìóëÿöèè àëãîðèòìîâ, ðàáîòàþùèõ ïîëèíî-
ìèàëüíîå âðåìÿ, íóæíî ÷òîáû ñàì ýêñòðàêòîð ìîã áûòü âû÷èñëåí çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ. Âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ëþáûõ k < n ýêñ-
òðàêòîðà ñ d = log n + O(1) è m = k + d − O(1). Â ñòàòüå [11℄ äîêàçàíî, ÷òî ýòî îï-
òèìàëüíûå ïàðàìåòðû, òî åñòü íå ìîæåò áûòü ýêñòðàêòîðà ñ ìåíüøèì d èëè áîëüøèì
k. Îäíàêî íè îäíà èç èçâåñòíûõ êîíñòðóêöèé íå äîñòèãàåò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Âñå îíè
èìåþò ëèáî áîëüøåå d, ëèáî ìåíüøåå m, ëèáî ðàáîòàþò íå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé k.
1.2. Ïîíÿòèå êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè
Ïóñòü A è B  ïðîèçâîëüíûå äâîè÷íûå ñëîâà. Óñëîâíîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíî-
ñòüþ K(A|B) ñëîâà A îòíîñòèòåëüíî ñëîâà B íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ïðîãðàì-
ìû, ïåðåâîäÿùåé B â A. Êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþK(A) ñëîâà A íàçûâàåòñÿK(A|Λ),
ãäå Λ  ïóñòîå ñëîâî, ò. å. äëèíà ìèíèìàëüíîé ïðîãðàììû, ïîðîæäàþùåé ñëîâî A. Ïðè
ýòîì, ðàçóìååòñÿ, êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü çàâèñèò îò ñïîñîáà çàäàíèÿ ïðîãðàìì, îä-
íàêî ðàçëè÷íûå åñòåñòâåííûå îïðåäåëåíèÿ äàþò îòëè÷èå ñëîæíîñòè íå áîëåå, ÷åì íà
O(logn), äëÿ ñëîâ äëèíû n. Â îðìóëèðîâêå îñíîâíîé òåîðåìû ìû ïðåíåáðåãàåì òàêèì
ðàçëè÷èåì, ïîýòîìó íàì íå íóæíî óòî÷íÿòü îïðåäåëåíèå.
Òàêæå ðàññìàòðèâàþò êîëìîãîðîâñêóþ ñëîæíîñòü ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðåñóðñû. Ñëîæ-
íîñòüþ Ct, s(A|B) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ïðîãðàììû, ïåðåâîäÿùåé B â A è
ðàáîòàþùåé âðåìÿ t íà çîíå s. Â ýòîì ñëó÷àå ñïîñîá çàäàíèÿ óæå èìååò çíà÷åíèå, áîëåå
òîãî, èìååò çíà÷åíèå è èñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü âû÷èñëåíèé. Òàê, ðàçëè÷àþò ñëîæíîñòè C
äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ, CN äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ, CBP äëÿ âåðîÿò-
íîñòíûõ è äðóãèå. Âñå íåîáõîäèìûå òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ äàíû â ðàçäåëå 8.1.
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1.3. Óñëîâíîå êîäèðîâàíèå è òåîðåìà Ìó÷íèêà
àññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè ïåðåäà÷è èíîðìàöèè. Ïóñòü â
òî÷êå E èçâåñòíî íåêîòîðîå ñëîâî A. Òî÷êó E ñîåäèíÿåò ñ òî÷êîé D êàíàë îãðàíè÷åí-
íîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè k, ÷åðåç êîòîðûé íóæíî ïåðåäàòü íåêîòîðîå ñîîáùåíèå X .
Â òî÷êå D èçâåñòíî íåêîòîðîå äðóãîå ñëîâî B, è íóæíî ïî ïåðåäàííîìó ñîîáùåíèþ
X ðàñøèðîâàòü ñëîâî A. Ïðè ýòîì îïåðàöèè çàøèðîâêè è ðàñøèðîâêè äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ àëãîðèòìè÷åñêè. Âîïðîñ: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà A è B òàêîå ñîîáùåíèå
X íàéë¸òñÿ? Î÷åâèäíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî k > K(A|B). Íåîæè-
äàííûé ðåçóëüòàò, óñòàíîâëåííûé Àí.Ìó÷íèêîì â ðàáîòå [6℄ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî (ñ
îïðåäåë¸ííûìè îãîâîðêàìè) è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Ýòî êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì: âåäü
íà ýòàïå êîäèðîâàíèÿ ìû åù¸ íå çíàåì ñëîâà B, òåì íå ìåíåå íàì ïî÷òè íå íóæíî
äîïîëíèòåëüíîé èíîðìàöèè äëÿ óñëîâíîãî êîäèðîâàíèÿ A. À èìåííî, âûïîëíåíà ñëå-
äóþùàÿ
Òåîðåìà 1.1 ([6℄). Ïóñòü A è B  äâîè÷íûå ñëîâà äëèíû íå áîëåå n. Òîãäà íàé-
ä¸òñÿ òàêîå ñëîâî X äëèíû íå áîëåå K(A|B) + O(logn), ÷òî K(X|A) 6 O(logn) è
K(A|B, X) 6 O(logn).
Ýòó òåîðåìó ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü è òàê: ñðåäè âñåõ ïðîãðàìì, çàäàþùèõ A ïðè
èçâåñòíîì B, íàéä¸òñÿ ïðîñòàÿ îòíîñèòåëüíî A.
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü ñåìåé-
ñòâî õåø-óíêöèé, ñîïîñòàâëÿþùèõ ñëîâàì äëèíû n ñëîâà äëèíû m = K(A|B), è âçÿòü
â êà÷åñòâå X îáðàç A ïîä äåéñòâèåì îäíîé èç ýòèõ óíêöèé. Ýòî ñåìåéñòâî äîëæíî îá-
ëàäàòü òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñëîâà A íàéä¸òñÿ õåø-óíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî ïî å¸
çíà÷åíèþ X è ñëîâó B ìîæíî ëåãêî (ò. å. ñ ëîãàðèìè÷åñêèì ÷èñëîì äîïîëíèòåëüíîé
èíîðìàöèè) âîññòàíîâèòü A. Êðîìå òîãî, ýòî ñåìåéñòâî äîëæíî áûòü ïîëèíîìèàëü-
íîãî ðàçìåðà, ÷òîáû X ìîæíî áûëî çàäàòü íîìåðîì ñîîòâåòñòâóþùåé óíêöèè. Ñóùå-
ñòâîâàíèå òàêèõ ñåìåéñòâ õåø-óíêöèé óñòàíàâëèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì.
Äîêëàäûâàÿ ýòîò ðåçóëüòàò íà Êîëìîãîðîâñêîì ñåìèíàðå â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñè-
òåòå â 1999 ãîäó, Àí.Ìó÷íèê ïîñòàâèë âîïðîñ: âîçìîæíî ëè ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíî
âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî õåø-óíêöèé ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì, ò. å. ìîæíî ëè âû÷èñëèòü
õåø-çíà÷åíèå ïî ñëîâó A è íîìåðó óíêöèè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ? Íàñòîÿùàÿ ðà-
áîòà ÷àñòè÷íî îòâå÷àåò íà ýòîò âîïðîñ: äà, ìîæíî, åñëè â óñëîâèè òåîðåìû çàìåíèòü ïî-
ïðàâêè O(logn) íà polylog(n), ïðè ýòîì ñòåïåíü ëîãàðèìà ìîæåò áûòü ñäåëàíà ðàâíîé
2 + ε äëÿ ëþáîãî ε > 0. À èìåííî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âìåñòî õåø-óíêöèé, îïðåäåë¸í-
íûõ Ìó÷íèêîì, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýêñòðàêòîðû. Åñëè áóäóò ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå
ýêñòðàêòîðû, âû÷èñëèìûå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òî ýòî ñðàçó äàñò ïîëíûé îòâåò
íà âîïðîñ Ìó÷íèêà.
Ïðèìåíåíèå ýêñòðàêòîðîâ òàêæå ïîçâîëÿåò äîêàçàòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ
êîäèðîâàíèÿ ñ íåñêîëüêèìè óñëîâèÿìè. Êðîìå òîãî, äàííàÿ òåõíèêà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
ïîõîæèå òåîðåìû äëÿ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðåñóðñû. Â ðàáîòå
ïðèâåäåíû ïåðâûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì íàïðàâëåíèè:
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Òåîðåìà 1.2. Íàéä¸òñÿ òàêîé ïîëèíîì p0 = p0(n), ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà p > p0
íàéäóòñÿ ïîëèíîì q è t, òàêèå ÷òî äëÿ ëþáûõ ñëîâ A è B äëèíû íå áîëåå n, òàêèõ
÷òî C∞, p(A|B) 6 k, íàéä¸òñÿ ñëîâî X äëèíû íå áîëåå k+O(1), òàêîå ÷òî Ct, q(X|A) 6
O(log3 n) è C∞, q(A|B, X) 6 O(log3 n).
Òåîðåìà 1.3. Äëÿ âñÿêîãî ïîëèíîìà p íàéä¸òñÿ ïîëèíîì q, òàêîé ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ñëîâ A è B äëèíû íå áîëåå n, òàêèõ ÷òî Cp,∞(A|B) 6 k, íàéä¸òñÿ ñëîâî X äëèíû
íå áîëåå k+O(log3 n), òàêîå ÷òî Cq,∞(X|A) 6 O(log3 n) è CAM q,∞(A|B, X) 6 O(logn).
Îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçîâàííûõ ñëîæíîñòåé äàíû â ðàçäåëå 8.1, äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåì  â ðàçäåëàõ 8.4 è 8.5.
1.4. Îðãàíèçàöèÿ äàëüíåéøåãî òåêñòà
Â ðàçäåëå 2 äàíû îïðåäåëåíèÿ ýêñòðàêòîðà è äîêàçàíû ïðîñòåéøèå àêòû. Â ðàç-
äåëå 3 âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðàêòîðîâ ñ îïòèìàëüíûìè
ïàðàìåòðàìè. Â ðàçäåëàõ 47 ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè ïðèâåäåíû íåêîòîðûå
êîíñòðóêöèè ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûõ ýêñòðàêòîðîâ. Â ðàçäåëå 8 ïðè ïîìîùè ýêñ-
òðàêòîðîâ äîêàçàíû òåîðåìà Ìó÷íèêà è å¸ ýåêòèâíûå âàðèàíòû.
2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ òåîðèè ýêñòðàê-
òîðîâ
2.1. Ìèíèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ è ñòàòèñòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå
Äëÿ íà÷àëà äàäèì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëåíèÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðîÿò-
íîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ. Âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòà a â ðàñïðåäå-
ëåíèè X áóäåì îáîçíà÷àòü êàê X(a), âåðîÿòíîñòü ìíîæåñòâà S  êàê X(S).
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü äàíî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå X íà êîíå÷íîì ìíîæå-
ñòâå A. Òîãäà åãî ìèíèìàëüíîé ýíòðîïèåé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
H∞(X) = min
a∈A
(− log2(X(a))).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè H∞(X) > k, òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A èìåþò âåðîÿòíîñòè
ìåíüøå 2−k.
Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü äàíû âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ X è Y íà êîíå÷íîì ìíî-
æåñòâå A. Òîãäà ñòàòèñòè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
dist(X, Y ) =
1
2
‖X − Y ‖ = 1
2
∑
a∈A
|X(a)− Y (a)| = max
S⊂A
|X(S)− Y (S)|.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå X ε-áëèçêî ê Y , åñëè dist(X, Y ) 6 ε, èíûìè
ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòè êàæäîãî ñîáûòèÿ ïî ýòèì ðàñïðåäåëåíèÿì îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå
÷åì íà ε.
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2.2. Ýêñòðàêòîðû è äèñïåðñåðû
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ýêñòðàêòîðû è äèñïåðñåðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óíêöèè
è êàê äâóäîëüíûå ãðàû. Ïðèâåä¸ì îðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü G  äâóäîëüíûé ãðà (âîçìîæíî, ñ êðàòíûìè ðåáðàìè) ñ N âåðøèíàìè â
ëåâîé äîëå, M âåðøèíàìè â ïðàâîé äîëå è ñòåïåíüþ D êàæäîé âåðøèíû èç ëåâîé
äîëè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [N ] = {1, . . . , N} ìíîæåñòâî âåðøèí ëåâîé äîëè, ÷åðåç [M ] =
{1, . . . ,M}  ïðàâîé, à ÷åðåç E ìíîæåñòâî ðåáåð.
Ïóñòü Γ(a) = {z ∈ [M ] | (a, z) ∈ E}  ìíîæåñòâî âñåõ ñîñåäåé âåðøèíû a èç ëåâîé
äîëè, Γ(A) =
⋃
a∈A
Γ(a)  ìíîæåñòâî âñåõ ñîñåäåé ïîäìíîæåñòâà A ëåâîé äîëè.
Îïðåäåëåíèå 2.3. ðà G = ([N ], [M ], E) íàçûâàåòñÿ (K, ε)-äèñïåðñåðîì, åñëè ∀A ⊂
[N ], |A| > K, |Γ(A)| > (1− ε)M .
Ýòî îïðåäåëåíèå îáúÿñíÿåò âûáîð íàçâàíèÿ ¾äèñïåðñåð¿: âñå äîñòàòî÷íî áîëüøèå
ïîäìíîæåñòâà ëåâîé äîëè èìåþò â ñîñåäÿõ ïî÷òè âñå âåðøèíû ïðàâîé äîëè, ò. å. ãðà
¾ðàññåèâàåò¿ (àíãë. disperse - ðàññåèâàòü) èõ ïî ïðàâîé äîëå.
Îïðåäåëåíèå 2.4. ðàG = ([N ], [M ], E) íàçûâàåòñÿ (K, ε)-ýêñòðàêòîðîì, åñëè ∀A ⊂
[N ], |A| > K, ∀B ⊂ [M ] ∣∣∣∣ |E(A, B)||A| ·D − |B|M
∣∣∣∣ < ε,
ãäå E(A, B)  ìíîæåñòâî ðåáåð, èäóùèõ èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B â ãðàå G.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî (K, ε)-ýêñòðàêòîð òàêæå ÿâëÿåòñÿ (K, ε)-äèñïåðñåðîì, äî-
ñòàòî÷íî âçÿòü B = Γ(A).
Òåïåðü äàäèì îïðåäåëåíèå ýêñòðàêòîðîâ è äèñïåðñåðîâ â òåðìèíàõ óíêöèé. Îáî-
çíà÷èì {0, 1}l ÷åðåç (l), à ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ýòîì ìíîæåñòâå ÷åðåç Ul.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óíêöèè F : (n)× (d)→ (m).
Îïðåäåëåíèå 2.5. Ôóíêöèÿ F : (n) × (d) → (m) íàçûâàåòñÿ (k, ε)-äèñïåðñåðîì, åñëè
äëÿ âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé X íà {0, 1}n ñ H∞(X) > k è ìíîæåñòâ B ⊂
{0, 1}m, |B| > (1− ε)M
Pr [F (X, Ud) ∈ B] > 0.
Îïðåäåëåíèå 2.6. Ôóíêöèÿ F : (n)× (d)→ (m) íàçûâàåòñÿ (k, ε)-ýêñòðàêòîðîì, åñëè
äëÿ âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé X íà {0, 1}n ñ H∞(X) > k
dist(F (X, Ud), Um) < ε.
Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ÿñåí ñìûñë íàçâàíèÿ ¾ýêñòðàêòîð¿. Ôóíêöèÿ G ¾èçâëåêà-
åò¿ (àíãë. extrat - èçâëåêàòü) m ¾ïî÷òè ñëó÷àéíûõ¿ áèòîâ èç ïîäàííûõ åé íà âõîä
n ¾êâàçèñëó÷àéíûõ¿ áèòîâ ïðè ïîìîùè d ¾äåéñòâèòåëüíî ñëó÷àéíûõ¿ áèòîâ.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðàêòîðîì, òî ëþáîé å¸ ïðåèêñ ÿâëÿåò-
ñÿ ýêñòðàêòîðîì ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè k è ε. Îäíàêî â òåîðåìå Ìó÷íèêà ïîëåçíî,
÷òîáû ïðåèêñû ÿâëÿëèñü ýêñòðàêòîðàìè ñ ëó÷øèìè ïàðàìåòðàìè. Äàäèì ñëåäóþùåå
îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 2.7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X|q ïðåèêñ ñëîâà X äëèíû q. Ôóíêöèþ F : (n)×
(d) → (m) íàçîâ¸ì ïðåèêñíûì (k, ε)-ýêñòðàêòîðîì1, åñëè äëÿ âñåõ i = 0, . . . , k óíê-
öèÿ F |m−i : (n) × (d) → (m − i), îïðåäåë¸ííàÿ ðàâåíñòâîì F |m−i(u, y) = (F (u, y))|m−i,
ÿâëÿåòñÿ (k − i, ε)-ýêñòðàêòîðîì.
Ôóíêöèè íà ñëîâàõ è äâóäîëüíûå ãðàû îïèñàííîãî âèäà åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó ïðè N = 2n, M = 2m è D = 2d. Ëåâàÿ äîëÿ ãðàà îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñî ñëîâàìè äëèíû n, ïðàâàÿ  ñî ñëîâàìè äëèíû m, à ð¸áðà, ïðîâåä¸ííûå
èç èêñèðîâàííîé âåðøèíû ëåâîé äîëè,  ñî ñëîâàìè äëèíû d. Ïðè ýòîì íóìåðàöèÿ
ð¸áåð ïðîèçâîëüíà, ò. å. ðàçíûì óíêöèÿì ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäèí è òîò æå ãðà.
Äëÿ ïðåèêñíîãî ýêñòðàêòîðà òîæå ìîæíî è ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèé
åìó ãðà, íî îí íå áóäåò èìåòü åñòåñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ â òåðìèíàõ ãðàà, ïîñêîëü-
êó ëþáîå òàêîå îïðåäåëåíèå áóäåò çàâèñåòü îò íóìåðàöèè âåðøèí ïðàâîé äîëè. Êðîìå
òîãî, â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ýêñòðàêòîðà îïðåäåëåíèå ïðåèêñíîãî íå îáîáùàåòñÿ íà
N , M , D è K, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñòåïåíÿìè äâîéêè.
Óòâåðæäåíèå 2.1. Îáîçíà÷èì ãðà, ïîñòðîåííûé ïî óíêöèè F , ÷åðåç GF . Òîãäà
(a) F ÿâëÿåòñÿ (k, ε)-äèñïåðñåðîì ⇔ GF ÿâëÿåòñÿ (2k, ε)-äèñïåðñåðîì.
(b) F ÿâëÿåòñÿ (k, ε)-ýêñòðàêòîðîì ⇔ GF ÿâëÿåòñÿ (2k, ε)-ýêñòðàêòîðîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîä îò óíêöèé ê ãðààì î÷åâèäåí: äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâå
ðàñïðåäåëåíèÿ X ðàâíîìåðíîå íà A.
Îáðàòíûé ïåðåõîä ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå ñ H∞(X) > k ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå âçâåøåííîé ñóììû ðàâíîìåðíûõ íà ìíîæåñòâàõ ðàçìåðà K. Áóäåì
ñëåäîâàòü äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî àêòà, ïðåäëîæåííîìó Ì.Áàáåíêî, à èìåííî äîêàæåì
ïî èíäóêöèè ñëåäóþùåå ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå: Ïóñòü äàíî N íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò 1/K îáùåé ñóììû. Íàçîâ¸ì ¾îïåðàöèåé¿ îä-
íîâðåìåííîå óìåíüøåíèå K ÷èñåë íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó (¾âåëè÷èíó îïåðàöèè¿).
Òîãäà íå áîëåå ÷åì çà N îïåðàöèé ìîæíî îáðàòèòü âñå ÷èñëà â 0.
Âûáåðåì êàêèå-íèáóäü K íåíóëåâûõ ÷èñåë. Óìåíüøèì èõ íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íóþ âåëè÷èíó, òàê ÷òîáû íå íàðóøèòü óñëîâèå. Òîãäà ëèáî îäíî èç íèõ îáðàòèòñÿ â
íóëü, è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ N − 1 è K íåïîñðåäñòâåí-
íî, ëèáî îäíî èç íåâûáðàííûõ ÷èñåë (x) ñòàíåò ðàâíûì 1/K îáùåé ñóììû. Â òàêîì
ñëó÷àå êàæäîå èç îñòàëüíûõ ÷èñåë íå ïðåâûøàåò 1/(K − 1) ñóììû îñòàëüíûõ ÷èñåë,
è ìû ìîæåì äëÿ îñòàëüíûõ ÷èñåë ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ N − 1 è
K − 1. À èìåííî, äîáàâèì ê êàæäîìó íàáîðó èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ÷èñëî x è
òàêèì îáðàçîì âìåñòå ñ èñõîäíîé îïåðàöèåé ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé äëÿ
èñõîäíîãî íàáîðà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå ïåðâîé îïåðàöèè ñóììà âñåõ ÷èñåë, êðîìå x,
ðàâíà (K − 1)/K îò ñóììû âñåõ ÷èñåë. Çíà÷èò, ñóììà âñåõ âåëè÷èí îïåðàöèé èç ïðåä-
ïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ðàâíà 1/(K − 1) · (K − 1)/K = 1/K îò îáùåé ñóììû, òî åñòü êàê
ðàç x, ÷òî è íóæíî.
1
Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, ïîíÿòèå ïðåèêñíîãî ýêñòðàêòîðà ðàíåå íå âñòðå÷àëîñü â ëèòåðàòóðå,
îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîéñòâî íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëîñü ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè.
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2.3. Ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûå ýêñòðàêòîðû è ïîñòàíîâêà
çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ
Âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ n, k è ε ñóùåñòâóþò ýêñòðàê-
òîðû ñ d = log(n−k)+2 log(1/ε)+O(1) è m = k+d− log(1/ε)−O(1). Â ðàáîòå [11℄ òàêæå
ïîêàçàíî, ÷òî ýòî îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû ýêñòðàêòîðû áûëè âû÷èñëèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îïðåäåëèì
îðìàëüíî, ÷òî ýòî çíà÷èò.
Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïóñòü äëÿ óíêöèé k(n), ε(n), d(n), m(n) çàäàíî ñåìåéñòâî Ext =
{Extn} îòîáðàæåíèé Extn : {0, 1}n×{0, 1}d(n) → {0, 1}m(n). Òîãäà îíî íàçûâàåòñÿ ïîëè-
íîìèàëüíî âû÷èñëèìûì (k, ε)-ýêñòðàêòîðîì, åñëè Extn ÿâëÿåòñÿ (k(n), ε(n))-ýêñòðàê-
òîðîì ïðè âñåõ n, è Extn âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå îò äëèíû âõîäà âðåìÿ.
Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûå ýêñòðàê-
òîðû ñ îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïîýòîìó çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñòàâèòñÿ òàê: ëèáî
ïðè âñåõ k è ε äîñòè÷ü íàèáîëüøåãî âîçìîæíîãî m äëÿ îïòèìàëüíîãî d, ëèáî äîñòè÷ü
íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî d äëÿ îïòèìàëüíîãî m, ëèáî äîñòè÷ü îïòèìàëüíûõ m è d äëÿ
íåêîòîðûõ çíà÷åíèé k.
3. Âåðîÿòíîñòíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñ-
òðàêòîðîâ
Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àéíûé ãðà ñ îïðåäåë¸ííûìè ïàðàìåòðàìè ñ ïîëîæèòåëüíîé
âåðîÿòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðàêòîðîì.
Òåîðåìà 3.1 ([11℄). Äëÿ âñåõ 1 < K 6 N , M > 0 è ε > 0 ñóùåñòâóþò:
(a) (K, ε)-äèñïåðñåð äëÿ D =
⌈
M
K
(
ln 1
ε
+ 1
)
+ 1
ε
(
ln N
K
+ 1
)⌉
;
(b) (K, ε)-ýêñòðàêòîð äëÿ D =
⌈
max
{
M
K
· ln 2
ε2
, 1
ε2
(
ln N
K
+ 1
)}⌉
;
() ïðè óñëîâèè, ÷òî N = 2n, M è K ñóòü ñòåïåíè äâîéêè, ïðåèêñíûé (K, ε)-ýêñ-
òðàêòîð äëÿ logD =
⌈
log
(
max
{
M
K
· ln 2
ε2
, 1
ε2
(1 + ln 2 + lnN)
})⌉
.
2
Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, ïåðåîðìóëèðóåì å¸ â òåðìèíàõ óíêöèé:
Òåîðåìà 3.2. Äëÿ âñåõ 1 6 k 6 n è ε > 0 ñóùåñòâóþò:
(a) (k, ε)-äèñïåðñåð äëÿ d = log(n−k)+log(1/ε)+O(1) è m = k+d−log log(1/ε)−O(1);
(b) (k, ε)-ýêñòðàêòîð äëÿ d = log(n−k)+2 log(1/ε)+O(1) è m = k+d−2 log(1/ε)−O(1);
() Ïðåèêñíûé (k, ε)-ýêñòðàêòîð äëÿ d = logn + 2 log(1/ε) + O(1) è m = k + d −
2 log(1/ε)− O(1).
2
Ýòîãî ïóíêòà òåîðåìû íå áûëî â ðàáîòå [11℄.
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Â ðàáîòå [11℄ äîêàçàíû ñëåäóþùèå íèæíèå îöåíêè:
Òåîðåìà 3.3 ([11℄). (a) Åñëè óíêöèÿ F : {0, 1}n×{0, 1}d → {0, 1}m ÿâëÿåòñÿ (k, ε)-äèñ-
ïåðñåðîì, òî d > log(n− k) + log(1/ε)− O(1) è d+ k −m > log log(1/ε)−O(1).
(b) Åñëè óíêöèÿ F : {0, 1}n × {0, 1}d → {0, 1}m ÿâëÿåòñÿ (k, ε)-ýêñòðàêòîðîì, òî
d > log(n− k) + 2 log(1/ε)− O(1) è d+ k −m > 2 log(1/ε)−O(1).
Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû, äîñòèãíóòûå â òåîðåìå 3.2, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíû-
ìè.
Èç îöåíêè äëÿ ýêñòðàêòîðîâ ñëåäóåò îöåíêà äëÿ ïðåèêñíûõ ýêñòðàêòîðîâ: d >
log n+2 log(1/ε)−O(1). Òàêèì îáðàçîì, çàÿâëåííûå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíû-
ìè.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Äîêàæåì âíà÷àëå îöåíêó äëÿ äèñïåðñåðîâ. Âîçüìåì äâó-
äîëüíûé ãðà G = ([N ], [M ], E) ñ N âåðøèíàìè â ëåâîé äîëå, M âåðøèíàìè â ïðàâîé,
â êîòîðîì èç êàæäîé âåðøèíû ëåâîé äîëè ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûïóùåíî D ð¸áåð.
Ïîëîæèì L = ⌈εM⌉. ×òîáû ýòîò ãðà íå áûë (K, ε)-äèñïåðñåðîì, äîëæíû íàéòèñü
ïîäìíîæåñòâà ðàçìåðà L â ïðàâîé äîëå è ðàçìåðà K â ëåâîé, êîòîðûå íå ñîåäèíÿåò íè
îäíî ðåáðî. Òàêèì îáðàçîì, Pr [G íå ÿâëÿåòñÿ (K, ε)-äèñïåðñåðîì] íå ïðåâîñõîäèò
CKN · CLM ·
(
1− L
M
)KD
<
(
eN
K
)K (
eM
L
)L
exp
(
−LKD
M
)
. (1)
Â ýòîì ïåðåõîäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâàìè Ckn <
(
en
k
)k
, êîòîðîå ëåãêî äîêàçàòü
ïî èíäóêöèè, è 1− x 6 e−x. Ïîäñòàâèâ D èç óñëîâèÿ òåîðåìû, ïîëó÷àåì
exp
(
LKD
M
)
> exp
(
L
(
ln
1
ε
+ 1
)
+K · L
M
· 1
ε
(
ln
N
K
+ 1
))
>
> exp
(
L ln
eM
L
+K ln
eN
K
)
=
(
eN
K
)K (
eM
L
)L
, (2)
îòêóäà ïðàâàÿ ÷àñòü (1) íå ïðåâîñõîäèò 1. Çíà÷èò, ñëó÷àéíûé ãðà ñ óêàçàííûìè ïà-
ðàìåòðàìè íå ÿâëÿåòñÿ (K, ε)-äèñïåðñåðîì ñ âåðîÿòíîñòüþ ìåíüøå 1, ò. å. ÿâëÿåòñÿ
(K, ε)-äèñïåðñåðîì ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåïåðü äîêàæåì îöåíêó äëÿ ýêñòðàêòîðîâ. Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî èçíà÷àëüíîå òðå-
áîâàíèå, ÷òîáû ∀A ⊂ [N ], |A| > K ∀B ⊂ [M ] âûïîëíÿëîñü∣∣∣∣ |E(A, B)||A| ·D − |B|M
∣∣∣∣ < ε,
ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå: ∀A ⊂ [N ], |A| = K ∀B ⊂ [M ] |E(A, B)| < KD
(
|B|
M
+ ε
)
.
Äåéñòâèòåëüíî, ñâåäåíèå ê ìíîæåñòâàì ðàçìåðà ðîâíî K ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà
óòâåðæäåíèÿ 2.1. Äàëåå, ïóñòü íàéäóòñÿ A ⊂ [N ] è B ⊂ [M ], òàêèå ÷òî |E(A, B)| 6
8
KD
(
|B|
M
− ε
)
. Òîãäà ïîëîæèì B = [M ] \ B è ïîëó÷èì |E(A, B)| > KD
(
|B|
M
+ ε
)
, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îñëàáëåííîìó òðåáîâàíèþ.
Äàëåå, âîçüì¸ì âíîâü äâóäîëüíûé ãðà G = ([N ], [M ], E) ñ N âåðøèíàìè â ëåâîé
äîëå, M âåðøèíàìè â ïðàâîé, â êîòîðîì èç êàæäîé âåðøèíû ëåâîé äîëè ñëó÷àéíûì
îáðàçîì âûïóùåíî D ð¸áåð. Ôèêñèðóåì A ⊂ [N ], |A| = K è B ⊂ [M ]. Ïîëîæèì p = |B|
M
.
Îöåíèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî |E(A, B)| > KD(p + ε). Êîëè÷åñòâî ð¸áåð, èäóùèõ èç
A â B, åñòü ñóììà KD íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¸ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ p è çíà÷åíèå 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p. Ïî
íåðàâåíñòâó ×åðíîâà ìû ìîæåì îöåíèòü
Pr [|E(A, B)| > KD(p+ ε)] 6 exp(−2ε2KD).
Òàêèì îáðàçîì, Pr [G íå ÿâëÿåòñÿ (K, ε)-ýêñòðàêòîðîì] íå ïðåâîñõîäèò
CKN · 2M exp(−2ε2KD) <
(
eN
K
)K
2M exp(−2ε2KD) =
=
(
eK(1+ln(N/K)) · e−ε2KD
)
·
(
eM ln 2 · e−ε2KD
)
.
Ïîñêîëüêó D > 1
ε2
(1 + ln(N/K)), ïåðâûé ìíîæèòåëü íå ïðåâîñõîäèò 1. Àíàëîãè÷íî,
ïîñêîëüêó D > M ln 2
ε2K
, âòîðîé ìíîæèòåëü íå ïðåâîñõîäèò 1. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî
Pr [G íå ÿâëÿåòñÿ (K, ε)-ýêñòðàêòîðîì] < 1,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïåðåéä¸ì ê ïðåèêñíûì ýêñòðàêòîðàì. Âíà÷àëå ïåðåâåä¸ì îïðåäåëåíèå íà ÿçûê
ãðàîâ. Íàçîâ¸ì áëîêîì óðîâíÿ i ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ïðàâîé äîëè ðàçìåðà 2i, êî-
òîðîå ñîñòîèò èç âñåõ ñëîâ, èìåþùèõ èêñèðîâàííûé ïðåèêñ äëèíû m − i. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî B i-âëîæåíî â [M ] (B
i⊂ [M ]), åñëè ëþáîé áëîê óðîâíÿ i ëèáî
ïîëíîñòüþ âõîäèò â B, ëèáî ïîëíîñòüþ íå âõîäèò. Òàêèì îáðàçîì, i-âëîæåííûå ïîä-
ìíîæåñòâà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâàì ñëîâ äëèíû m− i. Òåïåðü
ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåèêñíûé ýêñòðàêòîð òàê: ∀i = 0, . . . , k ∀A ⊂ [N ], |A| = K/2i
∀B i⊂ [M ] |E(A, B)| < KD
2i
(
|B|
M
+ ε
)
.
Ñëåäóÿ ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ýêñòðàêòîðîâ, ïîëó÷èì, ÷òî
Pr [G íå ÿâëÿåòñÿ (K, ε)-ïðåèêñíûì ýêñòðàêòîðîì] 6
6
k∑
i=0
C
K/2i
N · 2M/2
i
exp(−2ε2KD/2i) <
k∑
i=0
(
eN
K/2i
)K/2i
2M/2
i
exp(−2ε2KD/2i) =
=
k∑
i=0
(
eK/2
i(1+ln(2iN/K)) · e−ε2KD/2i
)
·
(
eM ln 2/2
i · e−ε2KD/2i
)
6
6
k∑
i=0
·
(
eK/2
i(1+lnN−ε2D)
)
·
(
e(M ln 2−ε
2KD)/2i
)
.
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Âòîðîé ìíîæèòåëü â êàæäîì ñëàãàåìîì, êàê è ïðåæäå, íå ïðåâîñõîäèò 1. Ïîñêîëüêó
D > 1
ε2
(1 + ln 2 + lnN), ïåðâûé ìíîæèòåëü â i-îì ñëàãàåìîì íå ïðåâîñõîäèò (1/2)K/2
i
.
Çíà÷èò, ñóììà âñåõ ïåðâûõ ìíîæèòåëåé ìåíüøå 1, çíà÷èò è âñÿ ñóììà ìåíüøå 1, ñëåäî-
âàòåëüíî, èñõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü òàêæå ìåíüøå 1. Çíà÷èò, ãðà ñ èñêîìûìè ïàðàìåòðàìè
íàéä¸òñÿ.
4. Ýêñòðàêòîðû íà áàçå õåø-óíêöèé
4.1. Áàçîâàÿ êîíñòðóêöèÿ
Îïðåäåëåíèå 4.1. Íàáîð óíêöèé H = {h : [N ] → [L]} íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì õåø-
óíêöèé ñî ñòåïåíüþ êîëëèçèé δ, åñëè ∀x1 6= x2 ∈ [N ] Prh∈H [h(x1) = h(x2)] 6 (1+ δ)/L.
Ïóñòü óíêöèè h ∈ H çàíóìåðîâàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Òîãäà ïî ñåìåéñòâó H
ìîæíî ïîñòðîèòü ýêñòðàêòîð ïî îðìóëå F (x, h) = h · h(x), ãäå · îáîçíà÷àåò êîíêàòå-
íàöèþ. Òàêèì îáðàçîì, D = |H|, M = DL.
Ëåììà 4.1 ([4℄). Ïóñòü H  ñåìåéñòâî õåø-óíêöèé ñ âåðîÿòíîñòüþ êîëëèçèé δ.
Òîãäà ýêñòðàêòîð, ïîñòðîåííûé ïî H, èìååò ïàðàìåòðû K = 2k = O(L/δ) è ε =
O(
√
δ)
Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü êîëëèçèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ X êàê col(X) =∑
a(X(a))
2
 âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåçàâèñèìî âûáðàííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ X x1 è x2
ñîâïàäóò. Ïîêàæåì, ÷òî col(X) 6 1
K
ïðè H∞ > k. Äåéñòâèòåëüíî,
col(X) =
∑
a
(X(a))2 6 2−k
∑
a
X(a) = 2−k =
1
K
.
Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç Z ðàñïðåäåëåíèå h · h(x), ãäå h ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî, à x â
ñîîòâåòñòâèè ñ X , è ïîñ÷èòàåì col(Z). col(Z)  âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìî
âûáðàííûõ (h1, x1) è (h2, x2) âåðíî h1 = h2 è h1(x1) = h2(x2). Îíà ðàâíà äîìíîæåííîé
íà 1/|H| âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîé h ∈ H è x1, x2, âûáðàííûõ â ñîîòâåòñòâèè
ñ X , h(x1) = h(x2). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî x1 = x2, ðàâíà col(X). Åñëè æå x1 6= x2, òî
ýòà âåðîÿòíîñòü íå ïðåâîñõîäèò (1 + δ)/L. Â èòîãå ïîëó÷àåì
col(Z) 6
1
|H|
(
col(X) +
1 + δ
L
)
6
1
M
+
1
|H|
(
1
K
+
δ
L
)
. (3)
Äàëåå,
col(Z) =
∑
a
(Z(a))2 =
∑
a
(
Z(a)− 1
M
)2
+
∑
a
2Z(a)
M
−
∑
a
1
M2
=
∑
a
(
Z(a)− 1
M
)2
+
1
M
,
îòêóäà ñ ó÷åòîì (3) ïîëó÷àåì
∑
a(Z(a)− 1/M)2 6 (1/K + δ/L)/|H|, îòêóäà
∑
a
∣∣∣∣Z(a)− 1M
∣∣∣∣ 6
√
M
(
1
K
+
δ
L
)
1
|H| =
√
L
K
+ δ,
10
÷òî ïðè K = L/δ âëå÷¸ò O(
√
δ)-áëèçîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Z ê ðàâíîìåðíîìó, ÷òî è òðå-
áîâàëîñü äîêàçàòü.
Â [15℄ äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 4.2. Äëÿ âñåõ 1 6 L 6 N è ε > 0 ìîæíî ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî H õåø-
óíêöèé, îòîáðàæàþùèõ [N ] â [L], ñ âåðîÿòíîñòüþ êîëëèçèé ε ðàçìåðà |H| = poly(n, ε−1, L).
Îòñþäà âûâîäèì
Ñëåäñòâèå 4.3. Äëÿ âñåõ M 6 N è ε > 0 ìîæíî ïîñòðîèòü (k, ε)-ýêñòðàêòîð ñ D =
poly(n, ε−1, M) è k = m− d+O(log ε−1).
Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûé ýêñòðàêòîð òðåáóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, î÷åíü ìíîãî ñëó-
÷àéíûõ áèòîâ (d ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò m), îäíàêî ïðè ìàëûõ m (òî÷íåå, ïðè
m = polylog(n)) ïîñòðîåííûé ýêñòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
4.2. Êîìïîçèöèÿ ýêñòðàêòîðîâ
Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü F1 : (n1)× (d1) → (m1) è F2 : (n2)× (d2) → (d1) ñóòü ýêñòðàê-
òîðû. Òîãäà îïðåäåëèì èõ êîìïîçèöèþ F1 ◦ F2 : (n1 + n2) × (d2) → (m1) ïî îðìóëå
F1 ◦ F2(x1, x2, y) = F1(x1, F2(x2, y)).
Òàêèì îáðàçîì, ïî÷òè ñëó÷àéíûå áèòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ýêñòðàê-
òîðà, íàïðàâëÿþòñÿ íà âõîä ïåðâîìó ýêñòðàêòîðó â êà÷åñòâå ñëó÷àéíûõ. àçóìååòñÿ,
ñâîéñòâà ïåðâîãî ýêñòðàêòîðà ïðè ýòîì ìîãóò óõóäøèòüñÿ. Îäíàêî, åñëè íà âõîä êîì-
ïîçèöèè ïîäàòü íå ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå X , à ðàñïðåäåëåíèå ñïåöèàëüíîãî âèäà,
òî ñâîéñòâà ñîõðàíÿòñÿ.
Äàäèì îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå:
Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü X1 è X2 ñóòü (îïðåäåë¸ííûå íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ íà {0, 1}n1 è {0, 1}n2 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè îáðàçóþò (k1, k2)-áëî÷íûé èñòî÷íèê, åñëè
1. H∞(X1) > k1.
2. Ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì x1 H∞(X2|X1 = x1) > k2.
Ýòî îïðåäåëåíèå îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Èìååò ìåñòî íåñëîæíàÿ
Ëåììà 4.4. Ïóñòü F1 : (n1)× (d1) → (m1)  (k1, ε1)-ýêñòðàêòîð, à F2 : (n2)× (d2) →
(d1)  (k2, ε2)-ýêñòðàêòîð. Ïóñòü òàêæå (X1, X2)  (k1, k2)-áëî÷íûé èñòî÷íèê. Òîãäà
ðàñïðåäåëåíèå F1 ◦ F2(X1, X2, Ud2) (ε1 + ε2)-áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó F2(X2, Ud2). Çàèêñèðóåì
çíà÷åíèå x1, òîãäà ïðè óñëîâèè X1 = x1 ðàñïðåäåëåíèå W ε2-áëèçêî ê ðàâíîìåðíî-
ìó. Çíà÷èò, ðàñïðåäåëåíèå ïàðû (X1, W ) ε2-áëèçêî ê ðàñïðåäåëåíèþ (X1, Ud1). Çíà÷èò,
ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû F1(X1, W ) ε2-áëèçêî ê ðàñïðåäåëåíèþ F1(X1, Ud1), êîòîðîå,
â ñâîþ î÷åðåäü, ε1-áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó, îòêóäà ðàñïðåäåëåíèå F1(X1, W ) (ε1 + ε2)-
áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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4.3. Ïîñòðîåíèå áëî÷íîãî èñòî÷íèêà
Îïèñàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ áëî÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Îäèí èç ïåðâûõ ïî-
ÿâèëñÿ â ðàáîòå [10℄ è îñíîâàí íà ïîïàðíî íåçàâèñèìîì âûáîðå áèòîâ èç èñõîäíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Äðóãîé ìåòîä îïèñàí â ðàáîòå [8℄ è ïðåäñòàâëåí â ðàçäåëå 5. Ýòîò ìåòîä
áûë ðàçâèò è óñèëåí â ðàáîòå [13℄.
5. Êîíñòðóêöèÿ Òà-Øìû
5.1. Ì¸ðäæåðû
Îïðåäåëåíèå 5.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z = Z1 · · · · · Zb íàçûâàåòñÿ b-áëî÷íûì ãäå-òî
ñëó÷àéíûì (k, ε, η)-èñòî÷íèêîì, åñëè Zi  ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íà {0, 1}k è ñóùåñòâóåò
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y íà {0, . . . , b}, òàêàÿ ÷òî:
• Äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , b} dist((Zi|Y = i), Uk) 6 ε;
• Pr [Y = 0] 6 η.
Y íàçûâàåòñÿ (k, ε, η)-ñåëåêòîðîì äëÿ Z.
Íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó:
Ëåììà 5.1. 1. Ëþáîé ãäå-òî ñëó÷àéíûé (k, ε, η)-èñòî÷íèê (ε + η)-áëèçîê ê íåêî-
òîðîìó ãäå-òî ñëó÷àéíîìó (k, 0, 0)-èñòî÷íèêó.
2. Åñëè Z  ãäå-òî ñëó÷àéíûé (k, 0, 0)-èñòî÷íèê, òî H∞(Z) > k.
Äàäèì îïðåäåëåíèå ì¸ðäæåðà.
Îïðåäåëåíèå 5.2. Ôóíêöèÿ M : (k)b × (d) → (m) íàçûâàåòñÿ ε-ì¸ðäæåðîì, åñëè äëÿ
ëþáîãî b-áëî÷íîãî ãäå-òî ñëó÷àéíîãî (k, 0, 0)-èñòî÷íèêà Z ðàñïðåäåëåíèå M(Z, Ud) ε-
áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó.
5.2. Êîìïîçèöèÿ äâóõ ýêñòðàêòîðîâ ïîñðåäñòâîì ì¸ðäæåðà
Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü E1 : (n)× (d1) → (d2) è E2 : (n)× (d2) → (m2)  ýêñòðàêòîðû,
à M : (m2)
n × (µ1) → (m)  ì¸ðäæåð. Òîãäà êîìïîçèöèåé ýêñòðàêòîðîâ ïîñðåäñòâîì
ì¸ðäæåðà íàçûâàåòñÿ óíêöèÿ E2
M⊙ E1 : (n)× (d1 + µ1) → (m), îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïóñòü a ∈ {0, 1}n, r1 ∈ {0, 1}d1 , r2 ∈ {0, 1}µ1 . Ïîëîæèì äëÿ i = 1, . . . , n
qi = E1(a[i, n], r1), à zi = E2(a[1, i−1], qi). Îáîçíà÷èì E2 ⊖ E1 = z1 · . . . · zn è ïîëîæèì
E2
M⊙ E1(a, r1, r2) = M(E2 ⊖ E1, r2).
Çàìå÷àíèå. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñëîâà a[i, n] è a[1, i−1] êîðî÷å n áèòîâ. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ìû
ðàññìàòðèâàåì ðàñïðåäåëåíèÿ íà ýòèõ ñëîâàõ, è èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî èõ ìèíèìàëüíîé
ýíòðîïèåé, ìû ìîæåì îðìàëüíî äîïîëíèòü ýòè ñëîâà äî íóæíîé äëèíû, íàïðèìåð
íóëÿìè.
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Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m1 > d2, ïîñêîëüêó ñâîéñòâî áëèçîñòè ê ðàâíîìåðíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âçÿòèè îãðàíè÷åíèÿ íà ÷àñòü áèòîâ.
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü E1  (k1, ζ1)-ýêñòðàêòîð, E2  (k2, ζ2)-ýêñòðàêòîð, à M  ζ3-
ì¸ðäæåð. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïàðàìåòðà s > 0 E2
M⊙ E1  (k1+k2+s, ζ1+ζ2+ζ3+8n2−s/3)-
ýêñòðàêòîð.
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî E2⊖E1  ãäå-òî ñëó÷àéíûé (m2,
ζ1+ζ2, 8n2
−s/3
)-èñòî÷íèê. Ïóñòü X  ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñH∞(X) > k1+k2+s. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Qi è Zi ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ qi è zi ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîëîæèì ε3 = 2
−s/3
, ε2 = 2ε3, ε1 = 2ε2.
Îïðåäåëèì ñåëåêòîð äëÿ âåëè÷èíû Z = Z1 ·Z2 · · · · ·Zn = E2⊖E1. Ïóñòü w ∈ {0, 1}n,
è
f(w) = max{i : Pr [X[i, n] = w[i, n]|X[1, i−1] = w[1, i−1]] 6 (ε2 − ε3) · 2−k1}
Ýòî óæå ïî÷òè ñåëåêòîð, íî åãî íàäî íåìíîãî ïîäïðàâèòü, èçáàâèâøèñü îò ñëèøêîì ðåä-
êî ïðèíèìàåìûõ çíà÷åíèé. Âåäü åñëè çíà÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ ðåäêî, òî ñîîòâåòñòâóþùåå
óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò âåñòè ñåáÿ êàê óãîäíî, à íå áûòü áëèçêèì ê ðàâíîìåð-
íîìó. Áîëåå ñòðîãî: íàçîâ¸ì w ïëîõèì, åñëè f(w) = i è
1. Pr [f(x) = i] 6 ε1, èëè
2. Pr
[
f(x) = i | x[1, i−1] = w[1, i−1]
]
6 ε2, èëè
3. Pr
[
xi = wi | x[1, i−1] = w[1, i−1]
]
6 ε3.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî âñåõ ïëîõèõ w, à ÷åðåç Bi  ìíîæåñòâî âñåõ w, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ i. Òåïåðü îïðåäåëèì ñåëåêòîð êàê
Y (w) =
{
0, åñëè w ïëîõîå;
f(w), èíà÷å.
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äîëÿ ïëîõèõ w íå ïðåâîñõîäèò n(ε1 + ε2 + ε3) 6 8n2
−s/3
. Îñòà-
ëîñü äîêàçàòü, ÷òî (Zi|Y = i) (ζ1 + ζ2)-áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó. Ýòî ñëåäóåò èç äâóõ
óòâåðæäåíèé:
Óòâåðæäåíèå 5.3. Åñëè Pr
[
Y = i | X[1, i−1] = w[1, i−1]
]
> 0, òî H∞(X[i n] | Y = i è X[1, i−1] =
w[1, i−1]) > k1.
Óòâåðæäåíèå 5.4. H∞(X[1, i−1] | Y = i) > k2.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ w[1, i−1], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ óòâåæäåíèÿ 5.3, ðàñïðå-
äåëåíèå Qi|Y = i è X[1, i−1] = w[1, i−1] ζ1-áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó (ïî ñâîéñòâó ýêñòðàêòî-
ðà E1). Îòñþäà ðàñïðåäåëåíèå (X[1, i−1]|Y = i)× (Qi|Y = i è X[1, i−1] = w[1, i−1]) ζ1-áëèçêî
ê (X[1, i−1]|Y = i) × Ud2 . Îòñþäà ïî ñâîéñòâó ýêñòðàêòîðà E2 ïîëó÷àåì, ÷òî (Zi|Y = i)
(ζ1 + ζ2)-áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó.
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Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèÿ 5.3 è 5.4
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.3. Äëÿ ëþáîãî w, òàêîãî ÷òî Y (w) = i, âûïîëíåíî
Pr
[
x[i n] = w[i n] | x[1, i−1] = w[1, i−1], Y (x) = i
]
6
Pr
[
X[i n] = w[i n] | x[1, i−1] = w[1, i−1]
]
Pr
[
Y (x) = i | X[1, i−1] = w[1, i−1]
] 6
6
(ε2 − ε3) · 2−k1
Pr
[
Y (x) = i | x[1, i−1] = w[1, i−1]
] 6 (ε2 − ε3) · 2−k1
ε2 − ε3 = 2
−k1
Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Pr [A|B] 6 Pr [A] /Pr [B], âòîðîå  èç òîãî, ÷òî
f(w) = i, è îïðåäåëåíèÿ f . Äîêàæåì òðåòüå, ò. å. ÷òî Pr
[
Y (x) = i | x[1, i−1] = w[1, i−1]
]
>
ε2 − ε3, åñëè òîëüêî íå ðàâíî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè w[1, i−1] ñëóæèò íà÷àëîì äëÿ
íåêîòîðîãî w ñ Y (w) = i 6= 0, òî íèêàêîå ïðîäîëæåíèå w[1, i−1] íå ìîæåò áûòü ïëîõèì ïî
ïåðâîìó è âòîðîìó óñëîâèþ. Çíà÷èò, Pr
[
Y (x) = i | x[1, i−1] = w[1, i−1]
]
= Pr
[
f(x) = i | x[1, i−1] = w[1, i−1]
]−
Pr
[
f(x) = i è x ∈ B3 | x[1, i−1] = w[1, i−1]
]
> ε2 − ε3. Ïåðâîå ñëàãàåìîå íå ìåíüøå ε2, ïî-
ñêîëüêó x 6∈ B2. Îöåíêà íà âòîðîå òîæå ïîíÿòíà: äëÿ òåõ x, ãäå f(x) = i, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ âåðîÿòíîñòü íå ïðåâîñõîäèò ε3 ïî îïðåäåëåíèþ B3, à äëÿ îñòàëüíûõ è âîâñå ðàâíà
íóëþ.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.4. Ïóñòü w[1, i−1]  ïðîèçâîëüíîå ñëîâî, ïðîäîëæàå-
ìîå äî w ñ Y (w) = i. Îöåíèì âåðîÿòíîñòü Pr
[
x[1, i−1] = w[1, i−1]
]
.
Pr
[
x[1, i−1] = w[1, i−1]
]
=
Pr
[
x[1, n] = w[1, n]
]
Pr
[
x[i, n] = w[i, n] | x[1, i−1] = w[1, i−1]
] =
Pr
[
x[1, n] = w[1, n]
]
Pr
[
xi = wi | x[1, i−1] = w[1, i−1]
] · Pr [x[i+1, n] = w[i+1, n] | x[1, i] = w[1, i]]
×èñëèòåëü îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê 2−(k1+k2+s), ïîñêîëüêó H∞(X) > k1 + k2 + s. Ïåðâûé
ñîìíîæèòåëü çíàìåíàòåëÿ îöåíèâàåòñÿ ñíèçó êàê ε3, ïîñêîëüêó w 6∈ B3. Íàêîíåö, âòîðîé
ñîìíîæèòåëü çíàìåíàòåëÿ îöåíèâàåòñÿ ñíèçó êàê (ε2 − ε3) · 2−k1, ïîñêîëüêó f(w) = i. Â
èòîãå èìååì
Pr
[
x[1, i−1] = w[1, i−1]
]
6
2−k2−s
ε3(ε2 − ε3) . (4)
Äàëåå,
Pr
[
x[1, i−1] = w[1, i−1] | Y (x) = i
]
6
Pr
[
x[1, i−1] = w[1, i−1]
]
Pr [Y (x) = i]
6
6
2−k1−s
ε3(ε2 − ε3) Pr [Y (x) = i] 6
2−k1−s
ε3(ε2 − ε3)(ε1 − ε2 − ε3) = 2
−k1
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè Pr [Y (x) = i] > 0, òî Pr [f(x) = i] > ε1.
Èñêëþ÷èâ x ∈ B2 è x ∈ B3, ïîëó÷àåì íóæíóþ îöåíêó Pr [Y (x) = i] > ε1 − ε2 − ε3.
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5.3. Êîìïîçèöèÿ íåñêîëüêèõ ýêñòðàêòîðîâ
àñïðîñòðàíèì íàøó òåõíèêó íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ýêñòðàêòîðîâ.
Îïðåäåëåíèå 5.4. Ïóñòü Ei : (n) × (di) → (di+1 + si+1) ñóòü (ki, ζi)-ýêñòðàêòîðû äëÿ
i = 1, . . . , t, si > 0, à s2 = 0. Ïóñòü òàêæå Mi : (di+2 + si+2)
n × (µ) → (di+2) ñóòü ζ¯i-
ì¸ðäæåðû äëÿ i = 1, . . . , t − 1. Îïðåäåëèì óíêöèþ E = Et
Mt−1⊙ Et−1
Mt−2⊙ · · · M1⊙
E1 : (n) × (d1 + µ1 + · · · + µt−1) → (dt+1) èíäóêòèâíî ïî ïðàâîé àññîöèàòèâíîñòè: E :=
Et
Mt−1⊙
(
Et−1
Mt−2⊙ · · · M1⊙ E1
)
.
Òåîðåìà 5.5. Äëÿ ëþáîãî ïàðàìåòðà áåçîïàñíîñòè s > 0 E ÿâëÿåòñÿ (
∑t
i=1 ki + (t −
1)s,
∑t
i=1 ζi +
∑t−1
i=1 ζ¯i + (t − 1)n2−s/3+3)-ýêñòðàêòîðîì. Åñëè Ei è Mi âû÷èñëèìû çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òî è E òîæå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïàðàìåòðû ýêñòðàêòîðà î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíå-
íèåì ïî èíäóêöèè òåîðåìû 5.2. Äîêàæåì ñîõðàíåíèå ïîëèíîìèàëüíîé âû÷èñëèìîñòè.
Áóäåì äåéñòâîâàòü ïðè ïîìîùè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî ñëåäóþùåìó àë-
ãîðèòìó:
1. Âõîä: x ∈ {0, 1}n, y ∈ {0, 1}d1 è yj ∈ {0, 1}µj , j = 1, . . . , t− 1.
2. Áóäåì âû÷èñëÿòü ìàòðèöóM ñ ýëåìåíòàìèMji =
(
Ej
Mj−1⊙ · · · M1⊙ E1
)(
x[i, n], yy1 . . . yj−1
)
äëÿ 1 6 i 6 n è 1 6 j 6 t.
Ïåðâûé ðÿä ìàòðèöû,M1i, ìîæåò áûòü âû÷èñëåí íåïîñðåäñòâåííî êàê E1(x[i, n], y).
Ïóñòü ìû çàïîëíèëè j-ûé ðÿä ìàòðèöû, çàïîëíèì (j + 1)-ûé.
• Îáîçíà÷èì ql = Mjl, l = i, . . . , n, è ïîëîæèì zl = Ej+1(x[i, l−1], ql).
• Ïîëîæèì Mj+1,l = Mj(zi . . . zn, yj).
åçóëüòàò âû÷èñëåíèé áóäåò ïðàâèëüíûì ïî îïðåäåëåíèþ ì¸ðäæåðà, ïîëèíîìèàëü-
íîñòü âðåìåíè ðàáîòû ïîíÿòíà.
5.4. Ïîñòðîåíèå ì¸ðäæåðîâ
Îïèøåì êîíñòðóêöèþ ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ ì¸ðäæåðîâ. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî ëþáîé
(k, ε)-ýêñòðàêòîð ñ n = 2k ¾èçâëåêàåò ñëó÷àéíîñòü¿ èç ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X
ñ H∞(X) > k, â ÷àñòíîñòè, èç äâóõáëî÷íîãî ãäå-òî ñëó÷àéíîãî (k, 0, 0)-èñòî÷íèêà. (ïî
ëåììå 5.1) Òàêèì îáðàçîì, îí ÿâëÿåòñÿ äâóõáëî÷íûì ì¸ðäæåðîì. Ïîñòðîèì b-áëî÷íûé
ì¸ðäæåð íà áàçå äâóõáëî÷íûõ. À èìåííî, áóäåì äåéñòâîâàòü òàê:
Àëãîðèòì 5.1. Ïóñòü M : (k)2×(d(k)) → (k−m(k))  ì¸ðäæåð. Ïîñòðîèì ðåêóðñèâíî
ì¸ðäæåð Ml : (k)
2l × (l · d(k))→ (k − l ·m(k)):
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1. Âõîä: xl = xl1 . . . x
l
2l , ãäå x
l
i ∈ {0, 1}k; d = d1 . . . dl, di ∈ {0, 1}d(k).
2. Åñëè l = 0, âîçâðàùàåì xl.
3. Èíà÷å ïîëîæèì xl−1i = M(x
l
2i−1, x
l
2i, dl), i = 1, . . . , 2
l−1
.
4. Âîçâðàòèì Ml−1(xl−11 . . . x
l−1
2l−1
, d1 . . . dl−1).
Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà.
Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü äëÿ âñåõ k äëÿ íåêîòîðûõ ìîíîòîííî ðàñòóùèõ óíêöèé d, m
è ε−1 ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé ε(k)-ì¸ðäæåð M : (k)2 × (d(k) → (k −
m(k)). Òîãäà Ml, ïîñòðîåííûé ïî àëãîðèòìó 5.1, ÿâëÿåòñÿ l · ε(k−m(k))-ì¸ðäæåðîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ j = l, . . . , 0 è i = 1, . . . , 2j îáîçíà÷èì ÷åðåç Xji ñëó÷àéíóþ âåëè-
÷èíó, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ xji ñ âåðîÿòíîñòÿìè, èíäóöèðîâàííûìè ðàñïðåäåëåíèåì
X íà x = xl ∈ {0, 1}k·2l è ðàâíîìåðíûì íà d ∈ {0, 1}l·d(k). Çàìåòèì, ÷òî X l = X  èñõîä-
íîå ðàñïðåäåëåíèå, à X0  âûõîä. ×åðåç Xj îáîçíà÷èì êîíêàòåíàöèþ Xj = Xj1 . . .X
j
2j
Îáîçíà÷èì kj = k−(l−j)m(k) è äîêàæåì áîëåå îáùèé àêò: åñëè X  ãäå-òî ñëó÷àéíûé
(k, 0, 0)-èñòî÷íèê, òî äëÿ âñåõ 1 6 i 6 2j
dist((Xji |Y ∈ [2l−j(i− 1) + 1, 2l−ji ]), Ukj ) 6 (l − j)ε(kj),
ãäå Y  (k, 0, 0)-ñåëåêòîð äëÿ X . Ïðîâåä¸ì äîêàçàòåëüñòâî íèñõîäÿùåé èíäóêöèåé ïî j.
Ïðè j = l óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ∀i dist((Xi|Y = i), Uk) = 0, ÷òî âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ Y .
Ïóñòü ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèå äëÿ j, äîêàæåì äëÿ j−1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
âûïîëíåíî:
• dist((Xj2i−1|Y ∈ [2l−j(2i− 2) + 1, 2l−j2i−1]), Ukj ) 6 (l − j)ε(kj);
• dist((Xj2i|Y ∈ [2l−j(2i− 1) + 1, 2l−j2i ]), Ukj) 6 (l − j)ε(kj).
Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé:
Ëåììà 5.7. Ïóñòü A, B è Y ñóòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dist((A|Y ∈
S1), Uk) 6 ε è dist((B|Y ∈ S2), Uk) 6 ε äëÿ íåêîòîðûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
S1 è S2. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå (AB|Y ∈ S1 ∪ S2) ε-áëèçêî ê íåêîòîðîìó ðàñïðåäåëåíèþ
W ñ H∞(W ) > k.
Ïî ëåììå èìååì, ÷òî (Xj2i−1X
j
2i|Y ∈ [2l−j(2i− 2)+ 1, 2l−j2i ]) (l− j)ε(kj)-áëèçêî ê íåêî-
òîðîìó W ñ H∞(W ) > kj . Ïîñêîëüêó X
j−1
i = M(X
j
2i−1X
j
2i, dj), (X
j−1
i |Y ∈ [2l−j(2i− 2) +
1, 2l−j2i ]) (l− j)ε(kj)-áëèçêî ê M(W, dj), ò. å. ((l− j)ε(kj)+ ε(kj))-áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó,
îòêóäà ñ ó÷¸òîì òîãî, ÷òî ε(kj) 6 ε(kj−1), âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.7. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà Pr [Y ∈ S1 ∪ S2] =
1, ò. ê. ïðè îãðàíè÷åíèè íà ýòî ìíîæåñòâî óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íå èçìåíÿòñÿ. À â
ýòîì ñëó÷àå óíêöèÿ Z = i : Y ∈ Si áóäåò ïî óñëîâèþ (k, ε, 0)-ñåëåêòîðîì äëÿ AB. Ïî
ëåììå 5.1 AB áóäåò ε-áëèçêî ê íåêîòîðîìó ðàñïðåäåëåíèþ W ñ H∞(W ) > k. Â îáùåì
ñëó÷àå òî æå ñàìîå áóäåò âûïîëíåíî äëÿ (AB|Y ∈ S1 ∪ S2).
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5.5. Ïîñòðîåíèå èòîãîâîãî ýêñòðàêòîðà
Ëåììà 5.8 ([15℄). Äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c > 1 è ëþáîãî k = Ω(log n) ñóùåñòâóåò
ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé (2k, 2−k/5)-ýêñòðàêòîð Ak : (n) × (k) → (ck). Îáîçíà÷èì
ýòó êîíñòàíòó csz.
Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü õîðîøèé ýêñòðàêòîð, èìåÿ õîðîøèé ì¸ðäæåð.
Ëåììà 5.9. Ïóñòü äëÿ âñåõ k ∈ [k′, k′′] ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé ε-
ì¸ðäæåð Mk : (k)
n × (d) → (αk), ãäå α  êîíñòàíòà â èíòåðâàëå (1/csz, 1). Òîãäà
äëÿ òåõ æå k ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé (k, poly(n) · ε)-ýêñòðàêòîð
E : (n)× (O(k′ log(1/ε)) + d logn) → (Ω(k))
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì b = csz · α, ki = bik′ log(1/ε), à t  ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, ÷òî∑t
i=1 ki 6 k/2. Îïðåäåëèì E êàê E = Et
Mt−1⊙ Et−1 . . .
M1⊙ E1, ãäå
• Ei : (n)× (ki) → (cszki)  (2ki, 2ki/5)-ýêñòðàêòîð èç ëåììû 5.8.
• Mi : (cszki+1)n× (d)→ (ki+2)  ε-ì¸ðäæåð, ñóùåñòâóþùèé ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëåì-
ìû. (ki+2 = bki+1 = α · cszki+1)
Ïî òåîðåìå 5.5, ïðèìåí¸ííîé äëÿ di = ki è si = (csz − b)ki−1, E ÿâëÿåòñÿ ýêñòðàêòîðîì.
Ïðîâåðèì, ÷òî îí èìååò íóæíûå ïàðàìåòðû. Âûáåðåì ïàðàìåòð áåçîïàíîñòè s = k/2t,
òîãäà ïî âûáîðó t ìèíèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ E áóäåò ðàâíà
∑t
i=1 ki+(t−1)s > k. Î÷åâèäíî,
t = O(logn), ýòî äà¸ò íóæíóþ îöåíêó íà êîëè÷åñòâî ñëó÷àéíûõ áèòîâ. Äàëåå, kt+1 =
bt+1k′ log(1/ε) = Ω
(
bt+1−1
b−1 k
′ log(1/ε)
)
= Ω(
∑t
i=1 ki) = Ω(k). Íàêîíåö, îøèáêà E ðàâíà∑t
i=1 2
−ki/5 + (t − 1)ε + (t − 1)s2−s/3+3, ÷òî ñ ó÷¸òîì òîãî, ÷òî k = O(log(1/ε)), äà¸ò
òðåáóåìóþ îöåíêó. Äëÿ ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîëèíîìèàëüíàÿ
âû÷èñëèìîñòü E òàêæå ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.5.
Ñîïîñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 5.6 è ëåììû 5.9, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ k ñóùå-
ñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé (k, ε)-ýêñòðàêòîð E : (n)× (d polylog(n) log(1/ε)) → (Ω(k)), ãäå
d êîëè÷åñòâî ñëó÷àéíûõ áèòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàáîòû ì¸ðäæåðà. Îäíàêî, ýòîò ýêñ-
òðàêòîð ¾èçâëåêàåò¿ åù¸ íå âñþ ìèíèìàëüíóþ ýíòðîïèþ èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à
ëèøü êàêóþ-òî å¸ èêñèðîâàííóþ äîëþ. Ìîæíî ìîäèèöèðîâàòü àëãîðèòì, ÷òîáû ¾èç-
âëå÷ü ñëó÷àéíîñòü¿ ïîëíîñòüþ. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü (k, ε)-ýêñòðàêòîð
E : (2k)× (d)→ (k −O(k/ logn)).
Ïîêàæåì, êàê ìîæíî óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî èçâëåêàåìûõ áèòîâ, èñïîëüçóÿ îäèí è
òîò æå ýêñòðàêòîð. Ïóñòü ýêñòðàêòîð E ¾èçâëåêàåò ñëó÷àéíîñòü¿ èç âñåõ ðàñïðåäåëíèé
ñ ìèíèìàëüíîé ýíòðîïèåé íå ìåíüøå k. ×òî áóäåò, åñëè ïîäàòü åìó íà âõîä ðàñïðåäåëå-
íèå ñ ìèíèìàëüíîé ýíòðîïèåé K > k? Ìîæíî äåéñòâîâàòü ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:
ïðèìåíÿòü ýêñòðàêòîð ìíîãî ðàç ê îäíîé è òîé æå ñòðîêå, êàæäûé ðàç ñ íîâûì íàáî-
ðîì ñëó÷àéíûõ áèòîâ ri, ïîêà ñóììàðíàÿ äëèíà âûõîäà íà ïðåâûñèò K − k. Â òàêîì
ñëó÷àå ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå (X|E(x, r1) . . . E(x, rt)) áóäåò
ïî-ïðåæíåìó èìåòü ìèíèìàëüíóþ ýíòðîïèþ íå ìåíüøå k. Áîëåå òî÷íî óòâåðæäåíèå
ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü â âèäå äâóõ ëåìì, äîêàçàííûõ â [8℄.
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Ëåììà 5.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû-
÷èñëèìûé (k, ε)-ýêñòðàêòîð Ek : (n)× (d)→ (m). Òîãäà äëÿ âñÿêèõ K > k, ïàðàìåòðà
áåçîïàñíîñòè s > 0 è t ∈ N ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé (K, t(ε + 2−s))-
ýêñòðàêòîð E : (n)× (td) → (min{tm, K − k − s}).
Ëåììà 5.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ k > k′ ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëè-
ìûé (k, ε(n))-ýêñòðàêòîð Ek : (n)× (d(n)) → (k/f(n)). Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ñóùåñòâóåò
ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé (k, f(n) logn(ε+2−d(n)))-ýêñòðàêòîð E : (n)×(O(f(n) logn·
d(n)))→ (k − k′).
Ñîïîñòàâèâ ðåçóëüòàòû ëåìì 5.9 è 5.11, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå 5.12. Ïóñòü äëÿ âñÿêîãî k > k′ = k′(n) ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî
âû÷èñëèìûé ε-ì¸ðäæåð M : (k)n × (d) → (αk), ãäå 1/csz < α < 1, Òîãäà äëÿ âñÿ-
êîãî k ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé (k, poly(n)ε)-ýêñòðàêòîð E : (n) ×
(O(k′ log n log(1/ε) + log2 n · d))→ (k).
(íåäîñòàþùèå k′ áèòîâ ìîæíî ñêîïèðîâàòü íåïîñðåäñòâåííî èç ñëó÷àéíûõ, îò ýòîãî
ïàðàìåòðû íå óõóäøàòñÿ)
Òåïåðü ïîñòðîèì íåîáõîäèìûå ì¸ðäæåðû. Â [15℄ ïîñòðîåíû ñëåäóþùèå ýêñòðàêòîðû:
Ëåììà 5.13. Ïóñòü k(n) > n1/2+γ äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâó-
åò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé (k(n), ε)-ýêñòðàêòîð E : (n) × (O(log2 n log(1/ε))) →
(k2(n)/n)
Íà èõ áàçå ìîæíî ïîñòðîèòü íóæíûå ì¸ðäæåðû. À èìåííî, âåðíà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 5.14. Ïóñòü b > 1, à f(k) = f(k(n))  òàêàÿ óíêöèÿ, ÷òî f(k) 6 3
√
k è
äëÿ ëþáîãî k > k0(n) f(k) > b log n. Òîãäà äëÿ âñåõ k > k0 ñóùåñòâóåò ε-ì¸ðäæåð
M : (k)n × (logn polylog(k) · f 2(k) log(1/ε))→ (k − k/b),
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5.13 ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé (k/f(k), ε)-
ýêñòðàêòîð E : (2k) × (O(log2 k log(1/ε))) → k/f 2(k). (Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî
f(k) 6
3
√
k)
Äàëåå, ïî ëåììå 5.10 ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé (k, poly(k) · ε)-ýêñ-
òðàêòîð E : (2k)× (O(f 2(k) log2 k log(1/ε)))→ (k − k/f(k)).
Íàêîíåö, ïî òåîðåìå 5.6 ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé (log n poly(k)·ε)-ì¸ð-
äæåð M : (k)n × (O(logn polylog(k) · f 2(k) log(1/ε))) → (k − logn · k/f(k)). Ïîñêîëüêó
k/f(k) 6 k/b log n äëÿ âñåõ k 6 k0, èìååì logn · k/f(k) 6 k/b, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ýòà ëåììà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ýêñòðàêòîðû, êîòîðûå ïîëíîñòüþ ¾èçâëåêàþò ñëó-
÷àéíîñòü¿ èç ðàñïðåäåëåíèé ñ âûñîêîé ìèíèìàëüíîé ýíòðîïèåé. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî
ìû ìîæåì ïîëó÷èòü òðåáóåìûå ì¸ðäæåðû:
Ñëåäñòâèå 5.15. Äëÿ âñåõ k > 2
√
logn
ñóùåñòâóåò (polylog(n) · ε)-ì¸ðäæåð
Mk : (k)× (polylog(n) log(1/ε))→ (Ω(k)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¸ì f(k) = logc k äëÿ íåêîòîðîãî c > 2. Òîãäà ïðè ëþáîì b,
k > 2
√
logn
è äîñòàòî÷íî áîëüøîì n èìååì logc k > b log n, ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü
ëåììó 5.14.
Ïîäñòàâèâ ýòîò ðåçóëüòàò â ñëåäñòâèå 5.12, ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 5.16. Äëÿ ëþáîãî k ñóùåñòâóåò (k, poly(n) · ε)-ýêñòðàêòîð
Bk : (n)× (O(2
√
logn polylog(n) log(1/ε)))→ (k).
Ïîëó÷åííûé ýêñòðàêòîð ¾èçâëåêàåò ñëó÷àéíîñòü¿ ïîëíîñòüþ, íî èñïîëüçóåò ñâåðõ-
ïîëèëîãàðèìè÷åñêîå ÷èñëî ñëó÷àéíûõ áèòîâ. Ìû ìîæåì óìåíüøèòü ýòî ÷èñëî ìåòî-
äîì êîìïîçèöèè ýêñòðàêòîðîâ. Ïðàâäà, çà ñ÷¸ò ýòîãî âíîâü âûðàñòåò òðåáóåìàÿ ìèíè-
ìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ. À èìåííî,
Ëåììà 5.17. Ïóñòü ε > 2−n
γ
äëÿ íåêîòîðîãî γ < 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò β < 1, òà-
êàÿ ÷òî äëÿ âñåõ k > nβ ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé (k, poly(n) · ε)-
ýêñòðàêòîð E : (n)× (polylog(n) log(1/ε))→ (Ω(k))
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì δ = (1− γ)/2 è β = 1− δ/2. Âîçüì¸ì E = Bk
M⊙ Esz, ãäå
• Esz  (nβ, ε)-ýêñòðàêòîð E : (n)× (O(log2 n log(1/ε)))→ (n2β−1) èç ëåììû 5.13;
• Bk  ýêñòðàêòîð èç ñëåäñòâèÿ 5.16;
• M  ì¸ðäæåð èç ñëåäñòâèÿ 5.15.
Ïîñêîëüêó n2β−1 = nδnγ = Ω(2
√
logn log(1/ε)), ýêñòðàêòîð E êîððåêòíî îïðåäåë¸í. Ïî
òåîðåìå 5.2 E ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûì (k+nβ+nγ, poly(n)·ε)-ýêñòðàêòîðîì
E : (n)×(polylog(n) log(1/ε))→ (Ω(k)). Â ÷àñòíîñòè, åñëè H∞(X) = Ω(nβ), ìû èçâëå÷¸ì
Ω(H∞(X)) áèòîâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü â òåîðåìå.
Íàêîíåö, ìû ìîæåì âíîâü, ñîõðàíèâ ïîëèëîãàðèìè÷åñêîå ÷èñëî ñëó÷àéíûõ áèòîâ,
ïåðåéòè ê ïðîèçâîëüíîé ìèíèìàëüíîé ýíòðîïèè è ïîëó÷èòü èòîãîâóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 5.18. Äëÿ ëþáûõ γ < 1, ε > 2−n
γ
è k = k(n) ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî
âû÷èñëèìûé (k, ε)-ýêñòðàêòîð E : (n)× (polylog(n) log(1/ε))→ (k)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5.11, ëåììà 5.17 âëå÷¸ò ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíî âû-
÷èñëèìîãî (n, poly(n) · ε)-ýêñòðàêòîðà E : (2n)× (polylog(n) log(1/ε))→ (n− nβ).
Äàëåå, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò γ, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ logc n 6
k 6 n âûïîëíåíî log n · kβ 6 k/c¯, ãäå c¯ òàêîâî, ÷òî 1/csz < 1 − 1/c¯ < 1. Îòñþäà ïî
òåîðåìå 5.6 äëÿ âñÿêîãî k ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé poly(n) · ε-ì¸ðäæåð
M : (k)n × (polylog(n) log(1/ε))→ (k − k/c¯).
Íàêîíåö, ïî ñëåäñòâèþ 5.12 ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî k ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé
(k, poly(n) · ε)-ýêñòðàêòîð E : (n) × (polylog(n) log(1/ε)) → (k). Ïîëàãàÿ ε′ = ε/ poly(n),
ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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6. Ýêñòðàêòîð Òðåâèñàíà
Â 1999 ãîäó Ë.Òðåâèñàí (Lua Trevisan) â ñòàòüå [16℄ îïèñàë ñîâåðøåííî íîâóþ
êîíñòðóêöèþ ýêñòðàêòîðîâ íà îñíîâå ïîíÿòèé ïñåâäîñëó÷àéíîãî ãåíåðàòîðà, êîìáèíà-
òîðíîãî äèçàéíà è êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ãîðàçäî ïðîùå âñåõ
ïðåäûäóùèõ è (â óñèëåííîì âèäå, îïèñàííîì â [12℄) äà¸ò ëó÷øèå ïàðàìåòðû ýêñòðàê-
òîðà.
6.1. Äèçàéíû
Äèçàéíîì íàçûâàåòñÿ íàáîð ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, èìåþùèõ îäèíà-
êîâûé ðàçìåð è ìàëåíüêèå ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ. Áîëåå ñòðîãî:
Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî ðàçìåðà d (íàïîìíèì, ìû îáîçíà÷àëè åãî [d]).
Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ S1, . . . , Sm ⊂ [d], êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò ðàçìåð l, íàçûâàåòñÿ:
• (l, ρ)-äèçàéíîì (design), åñëè äëÿ âñåõ i 6= j âûïîëíåíî |Si ∩ Sj| 6 log ρ;
• ñëàáûì (l, ρ)-äèçàéíîì (weak design), åñëè äëÿ âñåõ j âûïîëíåíî∑
i<j
2|Si∩Sj | 6 ρ(m− 1);
• ðàâíîìåðíûì ñëàáûì (l, ρ)-äèçàéíîì (uniform weak design), åñëè äëÿ âñåõ j âû-
ïîëíåíî ∑
i<j
2|Si∩Sj | 6 ρ(j − 1).
Î÷åâèäíî, ëþáîé äèçàéí ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ñëàáûì äèçàéíîì ñ òåìè æå ïàðà-
ìåòðàìè, à ðàâíîìåðíûé ñëàáûé äèçàéí  ñëàáûì äèçàéíîì. Îáðàòíîå, ðàçóìååòñÿ,
íåâåðíî.
Èçâåñòíû ñëåäóþùèå êîíñòðóêöèè äèçàéíîâ:
Ëåììà 6.1 ([16℄, [12℄). Äëÿ âñåõ l, m è ρ = ρ(l, m) > 1 ñóùåñòâóåò íàáîð S ìíîæåñòâ
S1, . . . , Sm ⊂ [d], êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò ðàçìåð l, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ:
• (l, ρ)-äèçàéíîì ïðè d = O(l2m1/ρ)/ρ;
• ñëàáûì (l, 1)-äèçàéíîì ïðè d = O(l2 logm);
• ðàâíîìåðíûì ñëàáûì (l, ρ)-äèçàéíîì ïðè d = O(l2/ log ρ).
Áîëåå òîãî, ýòîò íàáîð S ìîæíî ïîëó÷èòü äåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì çà âðå-
ìÿ O(2dm) äëÿ äèçàéíà è çà âðåìÿ poly(m, d) äëÿ ñëàáîãî è ðàâíîìåðíîãî ñëàáîãî
äèçàéíîâ. Êîíñòðóêöèè äëÿ ñëàáîãî è ðàâíîìåðíîãî ñëàáîãî äèçàéíîâ îáëàäàþò òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáîå èõ ïîäìíîæåñòâî âèäà {S1, . . . , Si} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî ñëàáûì è ðàâíîìåðíûì ñëàáûì äèçàéíîì ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè.
Â ðàáîòå [12℄ äîêàçàíà òàêæå îïòèìàëüíîñòü ïîñëåäíèõ äâóõ îöåíîê.
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6.2. Ïñåâäîñëó÷àéíûé ãåíåðàòîð Íèñàíà-Âèãäåðñîíà
Ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ îïèñàíà â ðàáîòå [9℄. Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâî S = {s1 <
· · · < sl} ⊂ [d] è y ∈ {0, 1}d. Ïóñòü yi  i-ûé áèò y. Îáîçíà÷èì ÷åðåç y|S ñëîâî, îáðàçî-
âàííîå áèòàìè y, ëåæàùèìè â S, ò. å. y|S := ys1 . . . ysl.
Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïóñòü äàíû óíêöèÿ f : {0, 1}l → {0, 1} è ñåìåéñòâî S ïîäìíî-
æåñòâ S1, . . . , Sm ⊂ [d] îäèíàêîâîãî ðàçìåðà l. Òîãäà ãåíåðàòîðîì Íèñàíà-Âèãäåðñîíà
íàçûâàåòñÿ óíêöèÿ NWf,S : {0, 1}d → {0, 1}m, îïðåäåë¸ííàÿ ðàâåíñòâîì
NWf,S(y) = f(y|S1) . . . f(y|Sm).
Â ðàáîòå [9℄ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè f ÿâëÿåòñÿ òðóäíîâû÷èñëèìîé óíêöèåé, à S 
äèçàéí, òî óíêöèÿ NWf,S äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîñëó÷àéíûì ãåíåðàòîðîì.
6.3. Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè
Îáû÷íî ïîä êîäàìè, èñïðàâëÿþùèìè îøèáêè, ïîíèìàþò îòîáðàæåíèÿ èç {0, 1}n â
{0, 1}n¯, òàêèå ÷òî ðàññòîÿíèå Õýììèíãà (ò. å. êîëè÷åñòâî ðàçëè÷àþùèõñÿ áèòîâ) ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ êîäîâûìè (ò. å. ëåæàùèìè â îáðàçå {0, 1}n) ñëîâàìè äîñòàòî÷íî âåëèêî.
Íàì ïîòðåáóåòñÿ áîëåå ñëàáîå ïîíÿòèå êîäîâ, äîïóñêàþùèõ ¾äåêîäèðîâàíèå ñïèñêîì¿
(list-deoding), ò. å. òàêèõ, ÷òî â îêðåñòíîñòè êàæäîãî êîäîâîãî ñëîâà ëåæèò íå áîëåå
ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà êîäîâûõ ñëîâ. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ êîäàìè, ñóùåñòâîâàíèå
êîòîðûõ óòâåðæäàåò ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 6.2. Äëÿ âñåõ n ∈ N è δ = δ(n) > 0 ñóùåñòâóåò êîä EC : {0, 1}n → {0, 1}n¯
äëÿ íåêîòîðîãî n¯ = poly(n, 1/δ), òàêîé ÷òî ëþáîé (õýììèíãîâ) øàð â {0, 1}n¯ îòíîñè-
òåëüíîãî ðàäèóñà 1/2−δ ñîäåðæèò íå áîëåå 1/δ2 êîäîâûõ ñëîâ. Áîëåå òîãî, çíàÿ öåíòð
øàðà x, ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè ïîëó÷èòü ñïèñîê ïðîîáðàçîâ ýòèõ ñëîâ (ò. å. äåêîäè-
ðîâàòü x ñïèñêîì) çà âðåìÿ poly(n, 1/δ). Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî n¯ ÿâëÿåòñÿ
ñòåïåíüþ äâîéêè.
Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð òàêîãî êîäà  êîíêàòåíàöèÿ êîäîâ Àäàìàðà è èäà-Ñîëîìîíà,
äàþùàÿ n¯ = O(n2/δ4).
6.4. Êîíñòðóêöèÿ Òðåâèñàíà
Ýêñòðàêòîð Òðåâèñàíà óñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëó÷èâ íà âõîä ñëîâà x ∈
{0, 1}n è y ∈ {0, 1}d, ìû ñíà÷àëà çàêîäèðóåì x êîäîì EC èç ëåììû 6.2, ïîëó÷èâ ñëîâî
äëèíû 2l, êîòîðîå áóäåì ïîíèìàòü êàê òàáëèöó çíà÷åíèé íåêîòîðîé áóëåâîé óíêöèè f .
À çàòåì ïðèìåíèì ê y ãåíåðàòîð Íèñàíà-Âèãäåðñîíà, ïîñòðîåííûé ïî f è íåêîòîðîìó
(ñëàáîìó) äèçàéíó S. Áîëåå îðìàëüíî,
Îïðåäåëåíèå 6.3. Ïóñòü n, d è m ñóòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à δ = δ(n) > 0. Ïóñòü
ECδ : {0, 1}n → {0, 1}2
l
 êîä èç ëåììû 6.2 äëÿ âûáðàííîãî δ, à S  ñåìåéñòâî ïîä-
ìíîæåñòâ S1, . . . , Sm ⊂ [d] îäèíàêîâîãî ðàçìåðà l. Äëÿ x ∈ {0, 1}n îáîçíà÷èì ÷åðåç xˆ
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óíêöèþ èç {0, 1}l â {0, 1}, çàäàííóþ òàáëèöåé çíà÷åíèé ECδ(x). Òîãäà óíêöèåé Òðå-
âèñàíà íàçûâàåòñÿ óíêöèÿ TRδ,S : {0, 1}n × {0, 1}d → {0, 1}m, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì
TRδ,S(x, y) = NWxˆ,S(y) = xˆ(y|S1) . . . xˆ(y|Sm). (5)
Ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ óíêöèÿ Òðåâèñàíà ÿâëÿåòñÿ ýêñòðàêòîðîì.
À èìåííî, âåðíî ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 6.3 ([12℄). Ïóñòü k 6 n, d è m ñóòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à ε = ε(n) > 0.
Òîãäà óíêöèÿ Òðåâèñàíà TRδ,S , ïîñòðîåííàÿ äëÿ δ = ε/4m è ñëàáîãî (l, ρ)-äèçàéíà
S, ãäå ρ = (k − 3 log(m/ε)− d− 3)/m, ÿâëÿåòñÿ (k, ε)-ýêñòðàêòîðîì. Áîëåå òîãî, îíà
ÿâëÿåòñÿ ýêñòðàêòîðîì â ñèëüíîì ñìûñëå, ò. å. ê âûäàííûì áèòàì ìîæíî ïðèïèñàòü
ïîëó÷åííûå ñëó÷àéíûå áèòû ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà ýêñòðàêòîðà.
Óòâåðæäåíèå 6.3 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
Òåîðåìà 6.4 ([12℄). Ïóñòü m 6 k 6 n ñóòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à ε > 0. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé (k, ε)-ýêñòðàêòîð Ext : {0, 1}n × {0, 1}d →
{0, 1}m äëÿ
• d = O
(
log2(n/ε)
log(k/m)
)
, èëè
• d = O(log2(n/ε) log(1/γ)), ãäå 1 + γ = k/(m− 1) è γ < 1/2.
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ¾èçâëå÷ü âñþ ñëó÷àéíîñòü¿, íàì äîñòàòî÷íî O(log2(n/ε) log k)
äîïîëíèòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ áèòîâ, à ÷òîáû ¾èçâëå÷ü íåêîòîðóþ ïîñòîÿííóþ äîëþ ñëó-
÷àéíîñòè¿  O(log2(n/ε)) áèòîâ. Èç ñâîéñòâ ñëàáîãî äèçàéíà ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðàêòîð
Òðåâèñàíà áóäåò ïðåèêñíûì.
7. Êîíñòðóêöèÿ åéíãîëüäà-Øàëòèýëÿ-Âèãäåðñîíà
Â 2001 ãîäó Î.åéíãîëüä (Omer Reingold), .Øàëòèýëü (Ronen Shaltiel) è À.Âèãäåðñîí
(Avi Wigderson) â ñòàòüå [13℄ ïóò¸ì êîìáèíèðîâàíèÿ âñåõ ïðåäëîæåííûõ ðàíåå ìåòîäîâ
ïîñòðîèëè íàèëó÷øèå èç èçâåñòíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýêñòðàêòîðû. À èìåííî, äëÿ
âñåõ k ïîñòðîåíû ýêñòðàêòîðû ñ m = ck è d = O(logn(log logn)2) äëÿ ïðîèçâîëüíîé
êîíñòàíòû c < 1. Ëåììà 5.11 âëå÷¸ò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ âñåõ k ýêñòðàêòîðîâ ñ m = k
è d = O(log2 n(log log n)2). Ïðè ïîñòðîåíèè ýòèõ ýêñòðàêòîðîâ èñïîëüçîâàëñÿ òàêîé èí-
ñòðóìåíò, êàê êîíäåíñåðû.
Îïðåäåëåíèå 7.1. Ôóíêöèÿ Con : {0, 1}n × {0, 1}d → {0, 1}n′ íàçûâàåòñÿ (k, k′, ε)-
êîíäåíñåðîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ X íà {0, 1}n ñ H∞(X) > k ñóùåñòâóåò
òàêîå ðàñïðåäåëåíèå Y íà {0, 1}n′, ÷òî H∞(Y ) > k′ è dist(Y, Con(X.Ud)) < ε.
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Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ýêñòðàêòîðà, êîíäåíñåð íå ¾èçâëåêàåò ñëó÷àéíîñòü¿, à
ëèøü ¾êîíäåíñèðóåò¿ å¸ íà íåêîòîðîì ìåíüøåì ÷èñëå áèòîâ.
Â ðàáîòå [13℄ ïîêàçàíî, êàê ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûå êîíäåíñåðû, è
êàê èç íèõ ïîñòðîèòü ýêñòðàêòîðû ïóò¸ì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ. Ïðè ïîñòðîå-
íèè êîíäåíñåðîâ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, ïîõîæèå íà àíàëèç ðàçëè÷íûõ ïëîõèõ ìíîæåñòâ
â òåîðåìå 5.2.
8. Òåîðåìà Ìó÷íèêà
8.1. Îïðåäåëåíèå êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè
Äàäèì îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü ϕ  íåêîòîðûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïåðåâîäèò ïàðû äâîè÷íûõ
ñëîâ â äâîè÷íûå ñëîâà. Òîãäà óñëîâíîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ KSϕ(A|B) ñëîâà
A îòíîñèòåëüíî ñëîâà B ïðè ñïîñîáå îïèñàíèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåãî ñëîâà
P , òàêîãî ÷òî ϕ(P, B) = A.
Ñðåäè âñåõ ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ íàéä¸òñÿ îïòèìàëüíûé. À èìåííî, âûïîëíåíî ñëåäó-
þùåå
Óòâåðæäåíèå 8.1. Ñóùåñòâóåò òàêîé ñïîñîá îïèñàíèÿ ψ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñïîñîáà
îïèñàíèÿ ϕ è âñåõ ñëîâ A è B âûïîëíåíî KSψ(A|B) 6 KSϕ(A|B) + O(1). Ïðè ýòîì
êîíñòàíòà â O(1) çàâèñèò îò ϕ, íî íå îò A è B.
Îïðåäåëåíèå 8.2. Óñëîâíîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ KS(A|B) ñëîâà A îòíîñè-
òåëüíî ñëîâà B íàçûâàåòñÿ KSψ(A|B), ãäå ψ  ñïîñîá îïèñàíèÿ èç ïðåäûäóùåãî óòâåð-
æäåíèÿ. Êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ KS(A) ñëîâà A íàçûâàåòñÿ KS(A|Λ), ãäå Λ 
ïóñòîå ñëîâî.
Èçó÷àþò òàêæå êîëìîãîðîâñêóþ ñëîæíîñòü ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðåñóðñû.
Îïðåäåëåíèå 8.3. Ïóñòü ϕ íåêîòîðûé àëãîðèòì (äëÿ ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíû Òüþ-
ðèíãà), êîòîðûé ïåðåâîäèò ïàðû äâîè÷íûõ ñëîâ â äâîè÷íûå ñëîâà. Òîãäà óñëîâíîé
êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ Ct, sϕ (A|B) ñëîâà A îòíîñèòåëüíî ñëîâà B çà âðåìÿ t íà
çîíå s ïðè ñïîñîáå îïèñàíèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåãî ñëîâà P , òàêîãî ÷òî
ϕ(P, B) = A, è ϕ(P, B) âû÷èñëÿåòñÿ çà âðåìÿ t íà çîíå s.
Óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè îïòèìàëüíîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþ-
ùèé âèä:
Óòâåðæäåíèå 8.2. Ñóùåñòâóåò òàêîé ñïîñîá îïèñàíèÿ ψ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñïîñîáà
îïèñàíèÿ ϕ ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî âñåõ ñëîâ A è B âûïîëíåíî Cct log t, csψ (A|B) 6
Ct, sϕ (A|B) + c.
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Ëþáîé ñïîñîá îïèñàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó óòâåðæäåíèþ, ìû áóäåì íàçûâàòü
îïòèìàëüíûì. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âûáîð êîíêðåòíîãî îïòèìàëüíîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ
âàæåí, ìû áóäåì åãî óòî÷íÿòü. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ñëîæíîñòü ëèáî ñ îãðàíè÷åíèåì
òîëüêî íà âðåìÿ, ëèáî ñ îãðàíè÷åíèåì òîëüêî íà ïàìÿòü. Óñëîâèìñÿ, ÷òî îäèí èíäåêñ
îçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå íà âðåìÿ, à îãðàíè÷åíèå òîëüêî íà ïàìÿòü áóäåì çàïèñûâàòü êàê
C∞,p.
Äëÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ðåñóðñû òàêæå ðàññìàòðèâàþò ñëîæíîñòü ðàçëè÷åíèÿ, êîòîðàÿ
íå äà¸ò íè÷åãî íîâîãî äëÿ îáû÷íîé ñëîæíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 8.4. Ïóñòü ϕ  íåêîòîðûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïåðåâîäèò òðîéêè äâîè÷-
íûõ ñëîâ â {0, 1}. Òîãäà óñëîâíîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ ðàçëè÷åíèÿ CDt, sϕ (A|B)
ñëîâà A îòíîñèòåëüíî ñëîâà B çà âðåìÿ t íà çîíå s ïðè ñïîñîáå îïèñàíèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ
äëèíà êðàò÷àéøåãî ñëîâà P , òàêîãî ÷òî ϕ(P, U, B) = 1, åñëè U = A, ϕ(P, U, B) = 0 äëÿ
U 6= A, è ϕ âû÷èñëÿåòñÿ çà âðåìÿ t íà çîíå s.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî P  ýòî ïðîãðàììà, ïðèíèìàþùàÿ U , åñëè ϕ(P, U, B) = 1,
è îòâåðãàþùàÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Áåçóñëîâíàÿ è íå çàâèñÿùàÿ îò ñïîñîáà îïèñàíèÿ
ñëîæíîñòè ðàçëè÷åíèÿ ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì. Òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü
ñëîæíîñòü ðàçëè÷åíèÿ, ðåëÿòèâèçîâàííóþ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî îðàêóëà. Â ðàáî-
òå [2℄ äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:
Òåîðåìà 8.3. Íàéä¸òñÿ òàêîé ïîëèíîì p(n), ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S è âñåõ
A ∈ S=n = S ∩ {0, 1}n âûïîëíåíî
CDp,S(A) 6 2 log |S=n|+O(logn).
Áîëåå òîãî, íàéä¸òñÿ ïðîãðàììà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîé îöåíêå, ñïðàøèâàþùàÿ îðà-
êóë òîëüêî îòíîñèòåëüíî ñâîåãî âõîäà è îòâåðãàþùàÿ åãî, ïîëó÷èâ îòðèöàòåëüíûé
îòâåò.
Ñëîæíîñòü ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðåñóðñû è ñëîæíîñòü ðàçëè÷åíèÿ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé, îòëè÷íûõ îò äåòåðìèíèðîâàííûõ ìàøèí Òüþðèíãà.
Äàäèì ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ  îïòèìàëüíûé ñïîñîá îïè-
ñàíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 8.5. Âåðîÿòíîñòíîé ñëîæíîñòüþ CBP t, s(A|B) íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò-
÷àéøåé ïðîãðàììû P , òàêîé ÷òî Pr [ϕ(P, B, r) = A] > 2/3, è ϕ(P, B, r) ðàáîòàåò âðåìÿ
t íà çîíå s äëÿ âñåõ r.
Ïóñòü ϕn  îïòèìàëüíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ ñðåäè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ìàøèí Òüþ-
ðèíãà.
Îïðåäåëåíèå 8.6. Íåäåòåðìèíèðîâàííîé ñëîæíîñòüþ CN t, s(A|B) íàçûâàåòñÿ äëèíà
êðàò÷àéøåé ïðîãðàììû P , òàêîé ÷òî ϕn(P, B) çàêàí÷èâàåò ðàáîòó õîòÿ áû äëÿ îäíîé
âåòâè àëãîðèòìà, âîçâðàùàåò x, åñëè çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, è ðàáîòàåò âðåìÿ t íà çîíå s.
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Îïðåäåëåíèå 8.7. Ñëîæíîñòüþ Àðòóðà-Ìåðëèíà CAM t, s(A|B) íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò-
÷àéøåé ïðîãðàììû P , òàêîé ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ϕn(P, B, r) çàêàí÷èâàåò ðàáîòó
õîòÿ áû äëÿ îäíîé âåòâè è íà âñåõ òàêèõ âåòâÿõ âîçâðàùàåò x, áîëüøå 2/3, è ϕn(P, B, r)
ðàáîòàåò çà âðåìÿ t íà çîíå s äëÿ âñåõ r.
Àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå íåäåòåðìèíèçì è ñëó÷àéíîñòü, óäîáíî ðàññìàòðèâàòü
êàê èãðó äâóõ èãðîêîâ: Àðòóðà è Ìåðëèíà. Àðòóð îáëàäàåò ïîëèíîìèàëüíûìè âû÷èñ-
ëèòåëüíûìè ñïîñîáíîñòÿìè, à Ìåðëèí îáëàäàåò ñïîñîáíîñòÿìè ìàãè÷åñêèìè è ìîæåò
óãàäûâàòü ñåðòèèêàòû äëÿ ÿçûêîâ èç NP. Ïðè ýòîì è Àðòóð, è Ìåðëèí ìîãóò èñïîëü-
çîâàòü ñëó÷àéíîñòü èç îáùåãî èñòî÷íèêà. Ìåðëèí ñòðåìèòñÿ âûíóäèòü Àðòóðà âû÷èñ-
ëèòü íåâåðíî. Åñëè ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ýòî ó íåãî íå ïîëó÷èòñÿ, òî ÿçûê ëåæèò â
AM.
8.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìó÷íèêà ïðè ïîìîùè ýêñòðàê-
òîðîâ
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 ïðè ïîìîùè ýêñòðàêòîðîâ íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ ëåììà, äîêàçàííàÿ â ñòàòüå Ë.Ôîðòíîó [2℄. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýêñòðàêòîð êàê
äâóäîëüíûé ãðà.
Ëåììà 8.4. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ýêñòðàêòîð ñ ïàðàìåòðàìè n, k, d, m, ǫ. Ïóñòü S 
ïîäìíîæåñòâî åãî ëåâîé äîëè ðàçìåðà K = 2k. Íàçîâ¸ì ¾ïëîõèìè¿ ýëåìåíòû ïðàâîé
äîëè, èìåþùèå áîëüøå 2DK/M ñîñåäåé èç S, è ýëåìåíòû S, âñå ñîñåäè êîòîðûõ ïëîõèå.
Òîãäà ïëîõèõ ýëåìåíòîâ S íå áîëüøå ÷åì 2εK.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå îöåíèì ðàçìåð ìíîæåñòâà Y ïëîõèõ ýëåìåíòîâ ïðàâîé äîëè.
Ïî îïðåäåëåíèþ ýêñòðàêòîðà èìååì ε > |E(S,Y )|
DK
− |Y |
M
, ãäå E(S, Y )  êîëè÷åñòâî ð¸áåð,
âåäóùèõ èç S â Y . Ïî âûáîðó Y èìååì E(S, Y ) > |Y |· 2DK
M
, îòêóäà ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷à-
åì |Y | < εM . Äàëåå, ïóñòü âñå ñîñåäè ìíîæåñòâà X ïîïàëè â ìíîæåñòâî Y . àññìîòðèì
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå S è ïðèìåíèì ê íåìó íàø ýêñòðàêòîð. Ïî
ñâîéñòâó ýêñòðàêòîðà ìû äîëæíû ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå, ε-áëèçêîå ê ðàâíîìåðíîìó.
Èíäóöèðîâàííàÿ ýêñòðàêòîðîì ìåðà ìíîæåñòâà Y íå ìåíüøå |X||S| , ïîýòîìó
|X|
K
− |Y |
M
< ε, (6)
îòêóäà ñ ó÷¸òîì |Y | < εM ïîëó÷àåì |X| < 2εK, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Äîêàæåì òåîðåìó Ìó÷íèêà â ñëåäóþùåé îðìóëèðîâêå:
Òåîðåìà 8.5. Ïóñòü A è B  ïðîèçâîëüíûå ñëîâà. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ýêñòðàêòîð
ñ ïàðàìåòðàìè n = l(A) (ò. å. n ðàâíî äëèíå A), k = KS(A|B), d = Ω(log n), m =
KS(A|B), ǫ = 1/n3. Òîãäà íàéä¸òñÿ ñëîâî X äëèíû íå áîëåå KS(A|B) + O(1), äëÿ
êîòîðîãî KS(X|A) 6 d+ 2 logn+O(1) è KS(A|B, X) 6 d+ 2 logn +O(1).
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Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå îïòèìàëüíûõ ýêñòðàêòîðîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òåî-
ðåìó Ìó÷íèêà â èñõîäíîé îðìóëèðîâêå, à èñïîëüçîâàíèå îäíîé èç èçâåñòíûõ êîí-
ñòðóêöèé  òåîðåìó, â êîòîðîé ïîïðàâêè O(logn) çàìåíåíû íà polylog(n), íî êîäèðîâà-
íèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.5. Ïóñòü E  ýêñòðàêòîð, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåð-
æäàåòñÿ â óñëîâèè òåîðåìû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûáîð E ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïà-
ðàìåòðàìè n è m: ëèáî ýêñòðàêòîð ñòðîèòñÿ ïî íèì ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì, ëèáî
ïîÿâëÿåòñÿ ïåðâûì â êàêîì-íèáóäü åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå ïåðåáîðà. Áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ëåâóþ äîëþ E êàê ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ äëèíû n (ñðåäè êîòîðûõ åñòü A), à ïðà-
âóþ  êàê ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ äëèíû m, ñðåäè êîòîðûõ ìû áóäåì èñêàòü X . àññìîò-
ðèì â ëåâîé äîëå ìíîæåñòâî SB âñåõ ñëîâ P , äëÿ êîòîðûõ KS(P |B) 6 m. Îíî èìååò
ðàçìåð O(2m), ïîýòîìó ïî ëåììå 8.4 äîëÿ ¾ïëîõèõ¿ P (ò. å. âñå ñîñåäè êîòîðûõ èìåþò
áîëüøå 2D ñîñåäåé èç SB) â í¸ì íå ïðåâûøàåò cε = c/n
3
äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû
c. Ïîêàæåì, ÷òî A íå ìîæåò áûòü ¾ïëîõèì¿. Äåéñòâèòåëüíî, ñâîéñòâî áûòü ¾ïëîõèì¿
ïåðå÷èñëèìî: ìû ìîæåì ïåðå÷èñëÿòü ìíîæåñòâî SB è íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óñòà-
íàâëèâàòü, ÷òî ñëîâî ïëîõîå äëÿ óæå ïåðå÷èñëåííîé ÷àñòè SB. Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû
A áûëî ïëîõèì, òî ïðè èçâåñòíîì B åãî ìîæíî áûëî áû çàäàòü ÷èñëàìè m, n è íîìåðîì
â ïåðåáîðå âñåõ ïëîõèõ ñëîâ, ÷òî äàëî áû KS(A|B) 6 2 logn+ (m− 3 logn+O(1)) < m,
îäíàêî KS(A|B) = m, îòêóäà èìååì ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, ó A åñòü õîðîøèé ñîñåä ñïðàâà. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç X è ïîêàæåì, ÷òî îí
óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, KS(X|A) 6 2 logn+ d+O(1): 2 logn áèòîâ
íóæíî äëÿ çàäàíèÿ n è m, d  äëÿ çàäàíèÿ íîìåðà X ñðåäè ñîñåäåé A. Àíàëîãè÷íî ïðè
èçâåñòíûõ B è X äëÿ çàäàíèÿ A äîñòàòî÷íî óêàçàòü n, m è íîìåð A ñðåäè ñîñåäåé X
âíóòðè S: ìû ìîæåì ïåðå÷èñëÿòü ìíîæåñòâî S, à çíà÷èò, è ìíîæåñòâî ñîñåäåé X èç S.
Ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîãî â òåîðåìå X óñòàíîâëåíî, òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
8.3. Òåîðåìà Ìó÷íèêà â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ óñëîâèé
Èñõîäíàÿ òåîðåìà Ìó÷íèêà îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Òåîðåìà 8.6. Ïóñòü A, B è C  ïðîèçâîëüíûå ñëîâà ñëîæíîñòè íå áîëåå n, à k > l 
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî KS(A|B) 6 k è KS(A|C) 6 l. Òîãäà íàéä¸òñÿ òàêîå
ñëîâî X äëèíû íå áîëåå k+O(logn), ÷òî KS(X|A) 6 O(logn), KS(A|B, X) 6 O(logn)
è KS(A|C, X|l) 6 O(logn) äëÿ ïðåèêñà X|l ñëîâà X äëèíû l.
Èñïîëüçîâàíèå ýêñòðàêòîðîâ ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
Òåîðåìà 8.7. Ïóñòü A, B è C  ïðîèçâîëüíûå ñëîâà ñëîæíîñòè íå áîëåå n, à k > l 
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî KS(A|B) 6 k è KS(A|C) 6 l. Ïóñòü ñóùåñòâóåò
ïðåèêñíûé ýêñòðàêòîð ñ ïàðàìåòðàìè n, k, d, m = k, ε = 1/n3. Òîãäà íàéä¸òñÿ
òàêîå ñëîâî X äëèíû íå áîëåå k+O(logn), ÷òî KS(X|A) 6 d+O(logn), KS(A|B, X) 6
d+O(logn) è KS(A|C, X|l) 6 d+O(logn).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âíîâü áóäåì ñëåäîâàòü äîêàçàòåëüñòâó èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåâîäÿ
åãî íà ÿçûê ýêñòðàêòîðîâ. Êàê è ïðåæäå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà ñëîâà A ðàâíà åãî
ñëîæíîñòè, òî åñòü n.
Âíîâü áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëåâóþ äîëþ ýêñòðàêòîðà E, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî
óòâåðæäàåòñÿ â óñëîâèè, êàê ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ äëèíû n, à ïðàâóþ  êàê ìíîæåñòâî
âñåõ ñëîâ äëèíû m, ñðåäè êîòîðûõ ìû áóäåì èñêàòü X . Íàì ïîòðåáóåòñÿ óñèëåííûé
âàðèàíò ëåììû 8.4:
Ëåììà 8.8. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ýêñòðàêòîð ñ ïàðàìåòðàìè n, k, d, m, ǫ. Ïóñòü S 
ïîäìíîæåñòâî åãî ëåâîé äîëè ðàçìåðà K = 2k. Íàçîâ¸ì ¾ïëîõèìè¿ ýëåìåíòû ïðàâîé
äîëè, èìåþùèå áîëüøå 2DK/M ñîñåäåé èç S, è ýëåìåíòû S, ïî êðàéíåé ìåðå ïîëîâèíà
ñîñåäåé êîòîðûõ ïëîõèå. Òîãäà ïëîõèõ ýëåìåíòîâ S íå áîëüøå ÷åì 4εK.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.4 âïëîòü äî íåðà-
âåíñòâà (6), êîòîðîå íóæíî çàìåíèòü íà
|X|
2K
− |Y |
M
< ε, ÷òî ñ ó÷¸òîì |Y | < εM ïîâëå÷¸ò
òðåáóåìóþ îöåíêó |X| < 4εK.
Âíîâü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà SB è SC ñëîâ P , èìåþùèõ óñëîâíóþ ñëîæíîñòü íå
áîëüøå k è l îòíîñèòåëüíî B è C ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ëåììå 8.8 äîëÿ ïëîõèõ ñëîâ â
êàæäîì èç íèõ íå ïðåâûøàåò c/n3, ïîýòîìó A íå ìîæåò áûòü ïëîõèì íè äëÿ îäíîãî
èç íèõ. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî èç ñëîâ B è C ó A áîëüøå ïîëîâèíû õîðîøèõ ñîñåäåé.
Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû îäèí ñîñåä áóäåò õîðîøèì äëÿ îáîèõ. Åãî ìû è âîçüì¸ì â
êà÷åñòâå X . Ñâîéñòâà KS(X|A) 6 d+O(logn) è KS(A|B, X) 6 d+O(logn) äîêàçûâà-
þòñÿ â òî÷íîñòè êàê ðàíüøå, ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðåèêñíîãî
ýêñòðàêòîðà.
Ýòó òåîðåìó ìîæíî îáîáùèòü íà ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî óñëîâèé:
Òåîðåìà 8.9. Ïóñòü A, B1, . . . , Bp  ïðîèçâîëüíûå ñëîâà ñëîæíîñòè íå áîëåå n, à
k1 > · · · > kp  íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî KS(A|Bi) 6 ki äëÿ i = 1, . . . , p. Ïóñòü
ñóùåñòâóåò ïðåèêñíûé ýêñòðàêòîð ñ ïàðàìåòðàìè n, k, d, m = k, ε = 1/pn3. Òîãäà
íàéä¸òñÿ òàêîå ñëîâî X äëèíû íå áîëåå k1 + O(logn), ÷òî KS(X|A) 6 d + O(logn),
KS(A|Bi, X|ki) 6 d+O(logn) äëÿ i = 1, . . . , p.
Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó äëÿ îïòèìàëüíîãî ýêñòðàêòîðà d = O(log(n/ε)), òî ìû ïîëó÷èì
òî÷íîñòü O(logn) âìåñòî d + O(logn) ëèøü äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ p, êàê è â èñõîäíîé
òåîðåìå èç [6℄.
8.4. Òåîðåìà Ìó÷íèêà äëÿ ñëîæíîñòè ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïà-
ìÿòü
Íåìíîãî èçìåí¸ííàÿ êîíñòðóêöèÿ èç òåîðåìû 8.5 ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû Ìó÷íèêà íà êîëìîãîðîâñêóþ ñëîæíîñòü ñ ïîëèíîìèàëüíûì îãðàíè÷å-
íèåì íà ïàìÿòü.
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Òåîðåìà 8.10. Ïóñòü A è B  ïðîèçâîëüíûå ñëîâà äëèíû íå áîëåå n, à p  ïðî-
èçâîëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü äëÿ âñåõ k 6 C∞, p(A|B) ñóùåñòâóåò ýêñòðàêòîð Ek, âû-
÷èñëèìûé íà çîíå poly(n), ñ ïàðàìåòðàìè n, k, d, m = k, ε = 1/n3. Òîãäà íàéä¸ò-
ñÿ ñëîâî X äëèíû íå áîëåå C∞, p(A|B), òàêîå ÷òî C∞,poly(n)(X|A) 6 d + O(logn) è
C∞, 2p+poly(log p, n)(A|B, X) 6 d+O(logn).
Ïîïûòêà íàïðÿìóþ ðàñïðîñòðàíèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìó÷íèêà íà ñëîæíîñòü
ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïàìÿòü íàòàëêèâàåòñÿ íà òðóäíîñòü: äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîõèõ ñëîâ
äëÿ ìíîæåñòâà SB = {P | C∞, p(P |B) 6 C∞, p(A|B)} òðåáóåòñÿ çîíà, áîëüøàÿ p. À òîãäà
ìû íå ñìîæåì äîêàçàòü, ÷òî A õîðîøåå: óòâåðæäåíèÿ C∞, p(A|B)} = k è C∞, p′(A|B)} <
k íåïðîòèâîðå÷èâû ïðè p′ > p. Îäíàêî, ýòó òðóäíîñòü ìîæíî îáîéòè: äëÿ õîðîøèõ A
ïîñòðîèì õåø-çíà÷åíèå ñòàðûì ñïîñîáîì, à äëÿ ïëîõèõ ðàññìîòðèì íîâûé ýêñòðàêòîð
ñ ìåíüøåé ïðàâîé äîëåé, è â í¸ì ñäåëàåì (ðåêóðñèâíî) òî æå ñàìîå. Òàêèì îáðàçîì ïî-
ëó÷èòñÿ èòåðàòèâíûé ïðîöåññ, íà ïîñëåäíåì øàãå êîòîðîãî âñå ñëîâà áóäóò õîðîøèìè.
Îïèøåì ýòó êîíñòðóêöèþ îðìàëüíî.
Îïðåäåëåíèå 8.8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî S ïåðå÷èñëèìî íà çîíå p, åñëè ñó-
ùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ëþáîìó ÷èñëó z 6 |S| íàõîäèò z-ûé ýëåìåíò S, ïðè
òàêîì âõîäå çàêàí÷èâàåò ðàáîòó íà çîíå p, à ïðè èíîì âõîäå ðàáîòàåò íà áîëüøåé çîíå
èëè îñòàíàâëèâàåòñÿ áåç âîçâðàùåíèÿ ðåçóëüòàòà. Î÷åâèäíî, ýòî ýêâèâàëåíòíî ñëåäó-
þùåìó: íåêîòîðûé àëãîðèòì, ðàáîòàÿ íà çîíå p, ïå÷àòàåò âñå ñëîâà èç S íà âûõîäíîé
ëåíòå è îñòàíàâëèâàåòñÿ, èëè âûõîäèò çà ïðåäåëû çîíû p, ïðè ýòîì çàíÿòàÿ íà âûõîäíîé
ëåíòå çîíà íå ñ÷èòàåòñÿ.
Ëåììà 8.11. Ïóñòü ìíîæåñòâî S, ñîäåðæàùååñÿ â ëåâîé äîëå ýêñòðàêòîðà Ek, ïå-
ðå÷èñëèìî íà çîíå p. Òîãäà ìíîæåñòâî Bad(S) ïëîõèõ äëÿ S ñëîâ ïåðå÷èñëèìî íà çîíå
p+ 2 log p+ poly(n).
Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïåðå÷èñëèòü Bad(S) íà çîíå p+log p+
poly(n), åñëè p èçâåñòíî. Çàïóñêàÿ àëãîðèòì, ïåðå÷èñëÿþùèé S, è îãðàíè÷èâàÿ çîíó åãî
ðàáîòû ÷èñëîì p, ìû áóäåì ïîëó÷àòü ñëîâà P ∈ S. Ïîëó÷èâ î÷åðåäíîå ñëîâî, ïðîâåðèì,
ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ïëîõèì, è åñëè ÿâëÿåòñÿ, òî íàïå÷àòàåì íà âûõîäíîé ëåíòå. Ïîêàæåì,
êàê îñóùåñòâèòü òàêóþ ïðîâåðêó. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü âñåõ ñîñåäåé ñëîâà
P è ïðîâåðÿòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ïëîõèìè. Åñëè âñå ÿâëÿþòñÿ, çíà÷èò P ïëîõîå, èíà÷å
õîðîøåå. Ïîêàæåì, êàê ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñëîâî X èç ïðàâîé ÷àñòè ïëîõèì. Ñíîâà
áóäåì çàïóñêàòü àëãîðèòì, ïåðå÷èñëÿþùèé S, îãðàíè÷èâàÿ çîíó åãî ðàáîòû ÷èñëîì p.
Ó êàæäîãî âíîâü ïîëó÷åííîãî ñëîâà áóäåì âû÷èñëÿòü âñåõ ñîñåäåé è ñ÷èòàòü, ñêîëüêî
èç íèõ ñîâïàäàþò ñ X . Åñëè îáùåå ÷èñëî ñîâïàäåíèé ïðåâûñèëî 2D, çíà÷èò X ïëîõîå.
Èíà÷å, ò. å. åñëè àëãîðèòì, ïåðå÷èñëÿþùèé S, îñòàíîâèëñÿ èëè ïîïûòàëñÿ âûéòè çà
ïðåäåëû çîíû, à ÷èñëî ñîâïàäåíèé íå ïðåâûñèëî 2D, X õîðîøåå.
Ïîñ÷èòàåì èñïîëüçîâàííóþ çîíó. Çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ, çàíèìàþùåãî
çîíó p, íàì íå íóæíî îáðàùàòüñÿ ê äðóãîìó âû÷èñëåíèþ, çàíèìàþùåìó òàêóþ æå çîíó.
Çíà÷èò, âñå òàêèå âû÷èñëåíèÿ ìû ìîæåì ïðîâîäèòü íà îäíîé è òîé æå çîíå p + log p,
ãäå log p íóæíî äëÿ êîíòðîëÿ íåâûõîäà çà çîíó p. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîñåäåé ñëîâà èç
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ëåâîé äîëè äîñòàòî÷íî çîíû poly(n), äëÿ îñòàëüíûõ âû÷èñëåíèé (ïåðåáîðîâ è õðàíåíèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ) äîñòàòî÷íî çîíû O(n). Â îáùåé ñëîæíîñòè ïîëó÷àåì çîíó
p+ log p+ poly(n).
Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ñäåëàòü òî æå ñàìîå, íå çíàÿ çàðàíåå p, íà çîíå p + 2 log p +
poly(n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sq ìíîæåñòâî, êîòîðîå ïåðå÷èñëÿåò àëãîðèòì, ïåðå÷èñëÿþ-
ùèé S, ñ îãðàíè÷åíèåì q íà çîíó åãî ðàáîòû. Î÷åâèäíî, äëÿ q < q′ âåðíî Sq ⊂ Sq′
è Bad(Sq) ⊂ Bad(Sq′). Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì àêòîì: áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî çàïóñêàòü
ïðåäûäóùèé àëãîðèòì äëÿ q = 1, 2, 3, . . . . Åñëè íà ýòàïå ñ îãðàíè÷åíèåì q ïîëó÷åíî,
÷òî ñëîâî P ïëîõîå, ïðîâåðèì, ÿâëÿëîñü ëè îíî ïëîõèì íà ïðåäûäóùåì ýòàïå (ñ îãðàíè-
÷åíèåì q−1), è åñëè íå ÿâëÿëîñü, òî íàïå÷àòàåì åãî íà âûõîäíîé ëåíòå. Òàêèì îáðàçîì,
ïëîõèå äëÿ S ñëîâà áóäóò ïå÷àòàòüñÿ â äðóãîì ïîðÿäêå, íî êàæäîå ïî îäíîìó ðàçó. àíî
èëè ïîçäíî àëãîðèòì äîéä¸ò äî q = p, è âñå ïëîõèå äëÿ S ñëîâà ê ýòîìó âðåìåíè áóäóò
ïåðå÷èñëåíû. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì àëãîðèòìîì, ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ
çîíà log p äëÿ îðãàíèçàöèè ïåðåáîðà âñåõ q, è O(n) äëÿ õðàíåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðå-
çóëüòàòîâ âî âðåìÿ ïðîâåðêè, ÿâëÿëîñü ëè ïîëó÷åííîå ñëîâî ïëîõèì íà ïðåäûäóùåì
ýòàïå. Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ çîíà ñîñòàâèò p+ 2 log p+ poly(n), ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ëåììà 8.12. Èíîæåñòâî SB = {P | C∞, p(P |B) 6 k}, ëåæàùåå â ëåâîé äîëå ýêñòðàê-
òîðà Ek, ïåðå÷èñëèìî íà çîíå 2p+ 2 log p+O(n).
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåé ëåììå, ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ïåðå÷èñëÿ-
þùåìó àëãîðèòìó èçâåñòíî p. Áóäåì ïåðåáèðàòü âñå îïèñàíèÿ äëèíû k è çàïóñêàòü íà
íèõ îïòèìàëüíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ ψ ñ îãðàíè÷åíèåì íà çîíó p. Îäíîâðåìåííî áóäåì
ñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî øàãîâ àëãîðèòìà ψ è ïðèíóäèòåëüíî îñòàíàâëèâàòü åãî ðàáîòó, åñ-
ëè ýòî êîëè÷åñòâî ïðåâûñèò 2p (ýòî çíà÷èò, ÷òî ψ çàöèêëèëñÿ). Åñëè ψ çàêàí÷èâàåò
ðàáîòó, òî ðåçóëüòàò åãî ðàáîòû ëåæèò â SB, è ìû ìîæåì âêëþ÷èòü åãî â ïåðå÷èñëå-
íèå. Îïèñàííûé àëãîðèòì òðåáóåò çîíû p + log p äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû ψ, çîíû
p äëÿ êîíòðîëÿ çàöèêëèâàíèÿ è çîíû O(n) äëÿ ïåðåáîðà è õðàíåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
ðåçóëüòàòîâ, âñåãî 2p+ log p +O(n).
Ïðè íåèçâåñòíîì çàðàíåå p ïðèìåíèì òîò æå ïðè¸ì, ÷òî è â ïðåäûäóùåé ëåììå:
áóäåì çàïóñêàòü îïèñàííûé àëãîðèòì äëÿ îãðàíè÷åíèé íà çîíó q = 1, 2, 3 . . . è ïå÷àòàòü
ñëîâà èç SB, êàê òîëüêî îíè ïîëó÷åíû âïåðâûå.
Ñëåäñòâèå 8.13. Ïîëîæèì S0B = SB è S
i
B = Bad(S
i−1
B ) ïðè i 6 1. Òîãäà ïðè âñåõ i
ìíîæåñòâî SiB ïåðå÷èñëèìî íà çîíå 2p+ poly(log p, n).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó íà êàæäîì ýòàïå SiB óìåíüøàåòñÿ õîòÿ áû â n
3/2 ðàç, òî
ïðè i > k/2 logn âñå SiB ïóñòû è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðå÷èñëèìû. Äëÿ ìåíüøèõ i óòâåð-
æäåíèå âûïîëíåíî ïî èíäóêöèè â ñèëó ïðåäûäóùèõ äâóõ ëåìì.
Òåïåðü äîêàæåì ñàìó òåîðåìó.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.10. Ïóñòü A õîðîøåå, ò. å. A ∈ SB \ Bad(SB). Òîãäà ó A
åñòü õîðîøèé ñîñåä ñïðàâà, êîòîðûé ìû è âîçüì¸ì â êà÷åñòâå X . Åñëè A ïëîõîå, òî
ïîñòðîèì íîâûé ýêñòðàêòîð Ek äëÿ k = C
∞, p(A|B) − 2 logn. Åñëè A õîðîøåå â íîâîì
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ýêñòðàêòîðå äëÿ ìíîæåñòâà S1B = Bad(SB), òî ó íåãî åñòü õîðîøèé ñîñåä, âîçüì¸ì åãî
â êà÷åñòâå X , èíà÷å ïðèìåíèì òó æå ïðîöåäóðó åù¸ ðàç, è òàê äàëåå, ïîêà íå ïðèä¸ì
ê ñëó÷àþ k < 2 logn, êîãäà ïëîõèõ íå îñòàíåòñÿ.
Ïðîâåðèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ X ïðè èçâåñòíîì A
äîñòàòî÷íî çíàòü íîìåð ýòàïà, íà êîòîðîì A áóäåò õîðîøèì, n, k, è íîìåð X ñðåäè
ñîñåäåé A â ýêñòðàêòîðå íà ýòîì ýòàïå, âñåãî d+O(logn) áèòîâ. Ïîñêîëüêó ýêñòðàêòîð
âû÷èñëèì íà ïîëèíîìèàëüíîé çîíå, X òàêæå ïîëó÷àåòñÿ íà ïîëèíîìèàëüíîé çîíå. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ A ïðè èçâåñòíûõ B è X äîñòàòî÷íî çíàòü íîìåð ýòàïà i, n, k, è íîìåð A
ñðåäè ñîñåäåé X â ìíîæåñòâå SiB, âñåãî d+ O(logn) áèòîâ. Ïîñêîëüêó S
i
B ïåðå÷èñëèìî
íà çîíå 2p + poly(log p, n), òî è ìíîæåñòâî ëåæàùèõ â í¸ì ñîñåäåé X ïåðå÷èñëèìî,
ïðè÷¸ì íà òàêîé æå çîíå: óâåëè÷åíèå ñîñòàâèò poly(n) çà ñ÷¸ò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü
ýêñòðàêòîð è õðàíèòü ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû. Òàêèì îáðàçîì, C∞,poly(n)(X|A) 6
d+O(logn) è C∞, 2p+poly(log p, n)(A|B, X) 6 d+O(logn), ÷òî è òðåáîâàëîñü.
8.5. ÒåîðåìàÌó÷íèêà äëÿ ñëîæíîñòè ñ îãðàíè÷åíèåì íà âðåìÿ
Ïîïûòêà ðàñïðîñòðàíèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìó÷íèêà íà ñëîæíîñòü ñ ïîëèíî-
ìèàëüíûì îãðàíè÷åíèåì íà âðåìÿ íàòàëêèâàåòñÿ íà ñåðü¸çíûå òðóäíîñòè: ñîâåðøåííî
íåïîíÿòíî, êàê ìîæíî íàõîäèòü ïëîõèå ñëîâà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îäíàêî, äðóãàÿ
òåõíèêà, îïèñàííàÿ â ñòàòüå [3℄, ïîçâîëÿåò äîêàçàòü òàêóþ òåîðåìó:
Òåîðåìà 8.14. Äëÿ âñÿêîãî ïîëèíîìà p íàéä¸òñÿ ïîëèíîì q, òàêîé ÷òî äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ñëîâ A è B äëèíû íå áîëåå n, òàêèõ ÷òî Cp(A|B) 6 k, íàéä¸òñÿ ñëîâî X äëè-
íû íå áîëåå k+O(log3 n), òàêîå ÷òî Cq(X|A) 6 O(log3 n) è CAM q(A|B, X) 6 O(logn).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íå íà ïðîèçâîëüíûé ýêñòðàêòîð, à íà êîí-
ñòðóêöèþ Òðåâèñàíà è â öåëîì ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3 ðàáîòû [3℄.
Ïî ëåììå 6.1 ñóùåñòâóåò ñëàáûé (l, 1)-äèçàéí äëÿ d = O(l2 logm) = O(log3 n). àñ-
ñìîòðèì óíêöèþ Òðåâèñàíà TRδ, 1 : {0, 1}m × {0, 1}d → {0, 1}m äëÿ òàêîãî äèçàéíà,
m = k+d+1 3 è δ = 1/8m. Î÷åâèäíî, îáðàç ìíîæåñòâà SB = {u ∈ {0, 1}n | Cp(u|B) 6 k}
çàíèìàåò íå áîëüøå ïîëîâèíû {0, 1}m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ïðåäèêàò ¾áûòü â îáðàçå SB¿.
Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî u ∈ SB èìååì Pr [B(TRδ, 1(u, Ud)) = 1] − Pr [B(Um) = 1] > 1/2,
ïîñêîëüêó ïåðâàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1, à âòîðàÿ íå áîëüøå 1/2. àñïèøåì ýòî áîëåå
ïîäðîáíî, îáîçíà÷èâ ÷åðåç uˆ îáðàç u ïîä äåéñòâèåì êîäà, èñïðàâëÿþùåãî îøèáêè:
Pry [B(uˆ(y|S1)uˆ(y|S2) . . . uˆ(y|Sm)) = 1]− Prr1,...,rm [B(r1r2 . . . rm) = 1] > 1/2,
ãäå S1, . . . , Sm  èñïîëüçóåìûé äèçàéí. Î÷åâèäíî, äëÿ íåêîòîðîãî i áóäåò âûïîëíåíî
Pry, ri+1,...,rm
[B(uˆ(y|S1) . . . uˆ(y|Si−1)uˆ(y|Si)ri+1 . . . rm) = 1]−
− Pry, b, ri+1,...,rm
[B(uˆ(y|S1) . . . uˆ(y|Si−1)bri+1 . . . rm) = 1] > 1/2m.
3
Ôàêòè÷åñêè ýòî óðàâíåíèå íà m, èìåþùåå ðåøåíèå m = k +O(log3 n).
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Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì èêñèðîâàòü íåêîòîðûì îáðàçîì áèòû y âíå Si, ÷òîáû ñîõðàíèòü
ýòî ñîîòíîøåíèå. Îáîçíà÷èì y|Si ÷åðåç x, òîãäà âñå uˆ(y|Sj) çàâèñÿò òîëüêî îò |Sj ∩ Si|
îáùèõ ñ x áèòîâ. Òàêèì îáðàçîì, uˆ(y|Sj) åñòü íåêîòîðàÿ óíêöèÿ uˆj(x), îïðåäåëÿåìàÿ
2|Sj∩Si| áèòàìè. Âñå óíêöèè uˆ1(x), . . . , uˆi−1(x) ìîæíî çàäàòü
∑
j<i 2
|Sj∩Si|
áèòàìè, ÷òî
ïî îïðåäåëåíèþ ñëàáîãî äèçàéíà íå ïðåâîñõîäèò m. Ýòè áèòû, âû÷èñëåííûå äëÿ u = A,
ìû è âîçüì¸ì â êà÷åñòâå X . Î÷åâèäíî, ïðè èçâåñòíîì A íàì äîñòàòî÷íî çíàòü m, y
(âíå Si) è i, ÷òîáû èõ âû÷èñëèòü. Âñå âû÷èñëåíèÿ áóäóò ïîëèíîìèàëüíûìè, ïîýòîìó
Cq(X|A) 6 O(log3 n).
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè èçâåñòíûõ B è X íàì äîñòàòî÷íî íåáîëüøîé äîïîëíè-
òåëüíîé èíîðìàöèè, ÷òîáû ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèòü A ïðîòîêîëîì AM. Êàê ìû óæå
óñòàíîâèëè, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
Prx∈{0, 1}l, b, r∈{0, 1}m−i [B(uˆ1(x) . . . uˆi−1(x)uˆ(x)r) = 1]−
− Prx∈{0, 1}l, b, r∈{0, 1}m−i [B(uˆ1(x) . . . uˆi−1(x)br) = 1] > 1/2m. (7)
Îáîçíà÷èì uˆ1(x) . . . uˆi−1(x)br ÷åðåç F (x, b, r). Ïîëîæèì gb(x, r) ðàâíûì b, åñëè B(F (x, b, r)) =
1, è ðàâíûì 1−b â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîêàæåì, ÷òî Prx, b, r [uˆ(x) = gb(x, r)] > 1/2+1/2m:
Prx, b, r [uˆ(x) = gb(x, r)] = Prx, b, r [gb(x, r) = uˆ(x)|b = uˆ(x)] Prx, b, r [b = uˆ(x)] +
+ Prx, b, r [gb(x, r) = uˆ(x)|b 6= uˆ(x)] Prx, b, r [b 6= uˆ(x)] =
=
1
2
Prx, b, r [B(F (x, b, r)) = 1|b = uˆ(x)] + 1
2
Prx, b, r [B(F (x, b, r)) = 0|b 6= uˆ(x)] =
=
1
2
+
1
2
(Prx, b, r [B(F (x, b, r)) = 1|b = uˆ(x)]− Prx, b, r [B(F (x, b, r)) = 1|b 6= uˆ(x)]) =
=
1
2
+
1
2
(Prx, r [B(F (x, uˆ(x), r)) = 1]− Prx, r [B(F (x, 1− uˆ(x))) = 1]) =
=
1
2
+ Prx, b, r [B(F (x, uˆ(x), r)) = 1]− Prx, b, r [B(F (x, b, r)) = 1] > 1
2
+
1
2m
.
Ìîæíî ïîëîæèòü b ðàâíûì íåêîòîðîìó b1 ∈ {0, 1} òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîõðàíèòü
ýòî ñîîòíîøåíèå. Áèò b1 ìîæíî âêëþ÷èòü â îïèñàíèå u ïðè èçâåñòíûõ B è X . Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b1 = 1, ïîýòîìó ìû îïóñòèì ýòîò èíäåêñ â
äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî (ïðèáëèçèòåëüíî) âû÷èñëèòü g(x, r)
ïðîòîêîëîì Àðòóðà-Ìåðëèíà.
Åñëè áû ìû çíàëè, êàê ìîæíî èêñèðîâàòü áèòû r, ÷òîáû ñîõðàíèòü ñîîòíîøåíèå
Prx [uˆ(x) = g(x, r)] >
1
2
+ 1
2m
, òî ìû ìîãëè áû íàéòè uˆ íåäåòåðìèíèðîâàííûì ïðîòîêîëîì
áåç âñÿêîé ñëó÷àéíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü g(x, r) íåäåòåðìèíèðî-
âàííûì ïðîòîêîëîì è ïîëó÷èòü äëÿ âñåõ x ñòðî÷êó vˆ, ñîâïàäàþùóþ ñ uˆ íå ìåíüøå ÷åì
íà äîëå
1
2
+ 1
2m
îò âñåõ áèòîâ. Íåäåòåðìèíèðîâàííîñòü íóæíà, ÷òîáû âû÷èñëÿòü B: â
êà÷åñòâå ñåðòèèêàòà òîãî, ÷òî B(Y ) = 1, ìîæíî ïðåäúÿâèòü îïèñàíèå ïðîîáðàçà, ëå-
æàùåãî â SB, è íîìåð ðåáðà, âåäóùåãî èç ýòîãî ïðîîáðàçà â Y . Ïîñêîëüêó çàïðîñû ê B
íåàäàïòèâíûå, ìû ìîæåì â ñàìîì íà÷àëå óêàçàòü ÷èñëî a ïîëîæèòåëüíûõ îòâåòîâ íà
çàïðîñû, òîãäà íàõîæäåíèå a ïîëîæèòåëüíûõ îòâåòîâ ãàðàíòèðóåò, ÷òî âñå îñòàëüíûå
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îòðèöàòåëüíûå. Ê ñîæàëåíèþ, ìû íå çíàåì, êàê èêñèðîâàòü r, è ïîòîìó áóäåì âûáè-
ðàòü èõ ñëó÷àéíûìè. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãè÷íûì
ðàññóæäåíèåì.
Ñêàæåì, ÷òî r äà¸ò α-ïðèáëèæåíèå ê uˆ, åñëè Prx [g(x, r) = uˆ(x)] > α. Áóäåì îòîæ-
äåñòâëÿòü g(x, r) ñî ñòðîêîé zr, â êîòîðîé áèò íîìåð x ðàâåí b1 = 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà g(x, r) = 1. Êîëè÷åñòâî åäèíèö â ñòðîêå zr (ò. å. å¸ âåñ, w(zr)) ñîâïàäàåò ñ
êîëè÷åñòâîì ñëîâ x, äëÿ êîòîðûõ B(uˆ1(x) . . . uˆi−1(x)1r) = 1.
Íà÷í¸ì îïèñûâàòü ïðîòîêîë: âíà÷àëå Àðòóð âûáèðàåò ñëó÷àéíûå ñòðîêè r1, . . . , rs
äëèíû m − i äëÿ íåêîòîðîãî ïîëèíîìà s = s(n). Âêëþ÷èì â îïèñàíèå ñðåäíåå ÷èñëî
a¯ = 2m−i
∑
x, r g(x, r) ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé B ñðåäè âñåõ r. Áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû
ðåàëüíîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé B áûëî áëèçêî ê åãî îæèäàíèþ sa¯. Ïîêàæåì,
÷òî âåðîÿòíîñòü ýòîãî âåëèêà.
Óòâåðæäåíèå 8.15. Äëÿ ëþáîãî γ = γ(n¯, m) > 0 íàéä¸òñÿ s = O(n¯2/γ2), òàêîé ÷òî
ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 3/4 (ïî âûáîðó r1, . . . , rs) âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:
1. Äîëÿ 1/8m îò r1, . . . , rs äà¸ò (
1
2
+ 1
4m
)-ïðèáëèæåíèå ê uˆ.
2. Îáùåå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé B íà ñòðîêàõ r1, . . . , rs ëåæèò â ïðåäåëàõ
γs îò îæèäàíèÿ: ∣∣∣ s∑
j=1
w(zj)− sa¯
∣∣∣ 6 γs.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñâåðõó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îäíî èç ýòèõ óñëîâèé íå âûïîë-
íÿåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî r
Prx, b [B(F (x, uˆ(x), r)) = 1]− Prx, b [B(F (x, b, r)) = 1] > 1
4m
,
òî r äà¸ò
(
1
2
+ 1
4m
)
-ïðèáëèæåíèå ê uˆ. Íàçîâ¸ì r ïëîõèì, åñëè îíî íå äà¸ò (1
2
+ 1
4m
)-ïðè-
áëèæåíèÿ ê uˆ. Èç óðàâíåíèÿ (7) è íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà ñëåäóåò, ÷òî
Prr [r ïëîõîå] 6
1− 1/2m
1− 1/4m < 1−
1
4m
.
Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åðíîâà, äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c1 > 0 âûïîëíåíî
Prr1,...,rs
[
ïëîõèõ áîëüøå, ÷åì (1− 1
8m
)s
]
6 exp(−c1s/m2).
Äëÿ âòîðîãî óñëîâèÿ, òàêæå ïî íåðàâåíñòâó ×åðíîâà ïîëó÷àåì äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàí-
òû c2
Pr
[∣∣∣1
s
s∑
j=1
w(zj)− a¯
∣∣∣ > γ
]
6 2 exp(−c2γ2s/n¯2).
Âçÿâ s = c3n¯
2/γ2 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòû c3, ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó 1/8
â êàæäîì ñëó÷àå, îòêóäà ñëåäóåò èñõîäíîå óòâåðæäåíèå.
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Ïîñëå âûáîðà ñëîâ r1, . . . , rs Àðòóð ïðîñèò ó Ìåðëèíà sa¯ − sγ ñåðòèèêàòîâ ïðè-
íàäëåæíîñòè ðàçëè÷íûõ ñëîâ ê B è ïðîâåðÿåò èõ. Åñëè õîòü îäèí èç íèõ ëîæíûé,
òî âû÷èñëåíèÿ çàêàí÷èâàþòñÿ áåç âîçâðàùåíèÿ îòâåòà. Èíà÷å Àðòóð âû÷èñëÿåò ñòðî-
êè z′r1 , . . . , z
′
rs, ãäå x-ûé áèò ñòðîêè z
′
rj
ðàâåí 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ìåðëèí
ïðåäîñòàâèë ñåðòèèêàò òîãî, ÷òî B(F (x, 1, rj)) = 1. Ïîêàæåì, ÷òî ñ âûñîêîé âåðîÿò-
íîñòüþ âíå çàâèñèìîñòè îò ïðåäîñòàâëåííûõ Ìåðëèíîì ñåðòèèêàòîâ äîëÿ
1
16m
ñòðîê
z′r1 , . . . , z
′
rs äà¸ò
(
1
2
+ 1
8m
)
-ïðèáëèæåíèå ê uˆ.
Óòâåðæäåíèå 8.16. Åñëè r1, . . . , rs óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïðåäûäóùåãî óòâåðæäå-
íèÿ äëÿ γ = n¯/256m2, òî âíå çàâèñèìîñòè îò ïðåäîñòàâëåííûõ Ìåðëèíîì ñåðòèè-
êàòîâ äîëÿ
1
16m
ñòðîê z′r1 , . . . , z
′
rs äà¸ò
(
1
2
+ 1
8m
)
-ïðèáëèæåíèå ê uˆ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé B äëÿ r1, . . . , rs
ëåæèò ìåæäó sa¯− sγ è sa¯ + sγ, ïðè ýòîì sa¯ − sγ èç íèõ èçâåñòíû Àðòóðó. Ïîñêîëüêó
Àðòóð ïðîâåðèë ïåðåäàííûå ñåðòèèêàòû, òî â òåõ ïîçèöèÿõ, ãäå â z′rj ñòîèò 1, â zrj
òîæå ñòîèò 1. Îáùåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷èé z′rj îò zrj íå ïðåâîñõîäèò 2sγ, ïîýòîìó ÷èñëî
òàêèõ rj , ãäå ñòðîêè ðàçëè÷àþòñÿ â t áèòàõ, íå áîëüøå 2sγ/t.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, äîëÿ 1/8m ñòðîê zrj äà¸ò
(
1
2
+ 1
4m
)
-ïðèáëèæåíèå ê uˆ. Ïîëîæèâ
t = n¯/8m è γ = n¯/256m2, ïîëó÷èì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äîëÿ 1
8m
− 2γ
t
= 1
16m
ñòðîê z′rj
ñîâïàäàþò ñ uˆ íå ìåíüøå ÷åì íà äîëå 1
2
+ 1
4m
− 1
8m
áèòîâ.
Ñîåäèíèâ ýòè óòâåðæäåíèÿ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïîëèíîìà s, íàïðèìåð, s =
ω(m4), ïîëó÷àåì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ ïî êðàéíåé ìåðå 3/4 ïî ìåíüøåé ìåðå äîëÿ 1
16m
ñòðîê r1, . . . , rs äà¸ò
(
1
2
+ 1
8m
)
-ïðèáëèæåíèå ê uˆ. Âñÿêîå êîíêðåòíîå rj äà¸ò
(
1
2
+ 1
8m
)
-ïðè-
áëèæåíèå ëèøü äëÿ òåõ êîäîâûõ ñëîâ, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ zrj ïî êðàéíåé ìåðå íà äîëå
1
2
+ 1
8m
ïîçèöèé. Ïî ñâîéñòâó êîäà òàêèõ ñëîâ íå áîëüøå íåêîòîðîãî ïîëèíîìà q(m).
Íàçîâ¸ì vˆ êàíäèäàòîì (vˆ ∈ Cand), åñëè íå ìåíüøå äîëè 1/32m îò âñåõ r ∈ {0, 1}m−i
äàþò
(
1
2
+ 1
8m
)
-ïðèáëèæåíèå äëÿ vˆ. Âñåãî êàíäèäàòîâ íå áîëüøå, ÷åì 32mq, ïîñêîëü-
êó ÷èñëî ð¸áåð, ñîåäèíÿþùèõ êàíäèäàòû è rj, íå áîëüøå 2
m−iq è íå ìåíüøå |Cand| ·
2m−i/32m. Ïî òåîðåìå 8.3 ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà p1 äëèíû íå áîëüøå 2 log(32mq) =
O(logn), ïðèíèìàþùàÿ uˆ è îòâåðãàþùàÿ âñå îñòàëüíûå êàíäèäàòû vˆ.
Ïîñòðîèì ñïèñîê âñåõ êîäîâûõ ñëîâ vˆ, ñîâïàäàþùèõ ñ îäíèì èç z′r1 , . . . , z
′
rs õîòÿ áû
íà äîëå
1
2
+ 1
8m
îò âñåõ ïîçèöèé. Çàòåì óäàëèì âñå ñëîâà, âñòðåòèâøèåñÿ ìåíüøå s/16m
ðàç. Ñ âåðîÿòíîñòüþ, ïðåâîñõîäÿùåé 2/3, uˆ îñòàëîñü â ñïèñêå, è âñå îñòàâøèåñÿ â ñïèñêå
ñëîâà ÿâëÿþòñÿ êàíäèäàòàìè. Â òàêîì ñëó÷àå èç âñåõ îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ ñïèñêà p1
ïðèìåò uˆ è òîëüêî åãî. Ïîñêîëüêó ñïèñîê ïîëó÷åí çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, íàì íå
íóæíî îáðàùàòüñÿ ê îðàêóëó.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè uˆ, çíàÿ uˆ1, . . . , uˆi−1 è ñëåäóþùóþ äîïîëíèòåëüíóþ
èíîðìàöèþ: íîìåð èíäåêñà i, áèò b1, ñðåäíåå ÷èñëî a¯ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé B è
ðàçëè÷àþùóþ ïðîãðàììó p1. Çàìåòèì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî çíàòü ïðèáëèæåíèå ê a¯,
çàäàííîå O(logn) áèòàìè (òàê ÷òîáû áûëà îïðåäåëåíà öåëàÿ ÷àñòü sa¯), ïîýòîìó âñÿ
äîïîëíèòåëüíàÿ èíîðìàöèÿ çàíèìàåò O(logn) áèòîâ.
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Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà áûëà ñîðìóëèðîâàíà äëÿ äëèíûX , íå ïðåâîñõîäÿùåé k+O(log3 n)
è ñëîæíîñòè CAM q(A|B, X) 6 O(logn). àçóìååòñÿ, ìîæíî ¾ïåðåêèíóòü¿ ëèøíèå áèòû
èçX â ïðîãðàììó àëãîðèòìà AM è ïîëó÷èòü òåîðåìó äëÿX äëèíû k è CAM q(A|B, X) 6
O(log3 n).
8.6. Ïðåäìåò äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé
Îñíîâíûì âîïðîñîì òåîðèè ýêñòðàêòîðîì îñòà¸òñÿ ïîñòðîåíèå ïîëèíîìèàëüíî âû-
÷èñëèìîãî îïòèìàëüíîãî ýêñòðàêòîðà. Åãî ðåøåíèå ïîçâîëèò (ïîìèìî ïðî÷èõ çàìå÷à-
òåëüíûõ ïðèëîæåíèé) ïîëó÷èòü ýåêòèâíûé âàðèàíò òåîðåìû Ìó÷íèêà ñ èñõîäíîé
òî÷íîñòüþ. Áîëåå ñëàáîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ýêñòðàêòîðà, âû-
÷èñëèìîãî íà ïîëèíîìèàëüíîé çîíå. Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, ýòà çàäà÷à íå ðåøåíà è
äàæå íå èññëåäîâàëàñü. Ïîñêîëüêó â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ìó÷íèêà èñïîëüçîâàëîñü
íå ñâîéñòâî ýêñòðàêòîðà, à íåêîòîðîå åãî ñëåäñòâèå, âîçìîæíî, åñòü ñïîñîá ïîñòðîèòü
¾ïñåâäîýêñòðàêòîðû¿ ñ îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ýòî ñëåä-
ñòâèå, íî íå îñíîâíîå ñâîéñòâî. Òàêæå îñòà¸òñÿ âîïðîñ, âåðíà ëè òåîðåìà Ìó÷íèêà äëÿ
ïîëèíîìèàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà âðåìÿ â îðìóëèðîâêàõ, îòëè÷íûõ îò òåîðåìû 8.14.
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